
PROBLEMES POSES PAR LA MODELISATION /
SIMULATION D'UN ENTREPOSAGE SOUTERRAIN DE

DECHETS

Alain Bourgeat

bourgeat@univ-st-etienne.fr

Cours CEMRACS 2001

1 Introduction g�en�erale

1.1 Pr�eliminaire

Il existe une grande quantit�e de d�echets radioactifs engendr�es par diverses activit�es industrielles
(EDF, CEA, COGEMA, ... ) m�edicales (hôpitaux, Universit�es, Laboratoires) et propulsion navale
militaire.
Par exemple on pr�evoit, d'ici 2020, un volume de stockage de d�echets (+ enrobage, + conteneurs)
de quelques centaines de milliers de m�etres cubes en France (correspondant approximativement
�a un entreposage souterrain reparti dans 1200 alv�eoles dans un r�eseau de 102 km, lin�eaires, de
galeries). Les d�echets �a stocker souterrainement sont de type B (faible et moyenne activit�e mais
longue p�eriode) et de type C (haute activit�e, e�ets thermiques non n�egligeables) et la plus grande
partie est fournie par le d�emant�element des installations EDF (2000-2020 et 2020-2070). Le nombre
d'�el�ements isotopes est sup�erieur �a 25 et certains de ces �el�ements entrepos�es peuvent avoir une dur�ee
de vie tr�es longue (� 106 ann�ees).
La probl�ematique est donc d'estimer :

� quels sont les di��erents sc�enarri d'�evolution pendant cette p�eriode en fonction des choix
d'entreposage.

� quelles sont les chances (!) de r�ealisation de ces sc�enarri ?

� quelles sont les cons�equences de la r�ealisation de chacun de ces sc�enarri ?

1.2 Situation en France.

L'ANDRA, Etablissement Public Industriel et Commercial (depuis d�ecembre 1991) est charg�e de
v�eri�er la qualit�e des d�echets, concevoir, implanter construire et g�erer les centres de stockage. Dans
ce cadre elle a engag�e:

� Travail de compr�ehension:
des diverses ph�enom�enologies des couches hôtes (g�eologie / g�eoprospective - hydro/g�eochimie
- g�eom�ecanique);
des mat�eriaux du stockage (chimie-m�ecanique-thermique);
dans la biosph�ere
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� et d�emarr�e la construction d'un laboratoire souterrain (Meuse) pour exp�erimentation in situ,
�echelle 1 (aôut 1999).

Jusqu'en 2020 les dechets seront entrepos�es en surface ou subsurface, entre temps les recherches
sur la transmutation / s�eparation continuent et le stockage souterrain si il est d�ecid�e par le par-
lement ne pourra commencer qu'en 2020. D'ici l�a l'ANDRA doit pr�esenter �a la Commission Na-
tionale d'Evaluation - une premi�ere v�eri�cation de suret�e bas�ee sur la d�e�nition d'un avant projet
pr�eliminaire de stockage en 2001 - des exp�erimentations en laboratoire souterrain por calage / vali-
dation - une seconde v�eri�cation de sûret�e bas�ee sur un avant projet �evolu�e en 2004 -
- Une ultime v�eri�cation de suret�e bas�ee sur le projet de stockage choisi en 2005 permettra la
pr�esentation du projet de stockage et des analyse de suret�e associ�ees qui sera soumis pour appro-
bation au parlement en 2006.

1.3 Pr�esentation du probl�eme de simulation

1.3.1 Simulation du \champ lointain"

Prend en compte les �ecoulements et le transport des divers �el�ements �a l'�echelle d'une r�egion (25 km
�25 km �1 km).

Pour cela on s'appuie sur les donn�ees g�eologiques et hydrauliques et on utilise des mod�eles
d'�ecoulements (mono ou multiphasiques) en milieu poreux, avec transport de mati�ere et r�eactions
(voir �equations et mod�eles ci-apr�es). Le stockage lui-même est r�eduit dans ce cas �a une source
r�epartie sur une "petite zone" (voir �gure 1).
Les probl�emes de mod�elisation math�ematique ou num�erique sont li�es �a la g�eohydrologie c'est-�a-
dire �a la prise en compte des failles, des macropores, des micro fractures, des g�eologies fortement
contrast�ees, li�es aux �ecoulements qui peuvent être d�ecrits soit par des lois d'�ecoulements (New-
tonien, Non Newtonien) et li�es �a la g�eochimie (r�eaction, d�ecroissance, sorption, gon
ement). Un
des probl�emes essentiel, �a ce niveau, est le passage des mod�eles d�e�nis au niveau mesoscopique
(�echantillon de roche, un colis) �a des mod�eles valables au niveau macroscopique (couche g�eologique,
stockage), tant au niveau �echelle d'espace que �echelle de temps.

1.3.2 Simulation du \champ proche"

Concerne l'�etude du comportement des colis de d�echets (d�echets enrob�es dans une matrice de verre,
de ciment ou de bitume, dispos�es dans un conteneur en acier ou beton) entour�es de barri�eres
ouvrag�ees (argiles ou ciments) et leurs interactions avec la couche g�eologique hôte. Un stockage
est alors compos�e des colis au sein d'alv�eoles, r�eparties le long de galeries scell�ees (constituant un
r�eseau de galeries et alv�eoles) ainsi que des puits d'acc�es eux aussi scell�es. L'�echelle est de l'ordre
de 1 m�1 m �10 m pour une alv�eole seule �a 50 m�50 m �100 m pour les interactions alv�eoles /
couche hôte. Dans le champ proche du stockage les ph�enom�enes pris en compte sont thermique -
hydraulique - m�ecanique - chimique - radiologique.
Les principaux probl�emes sont des probl�emes d'interfaces ou contacts entre les di��erentes zones
(colis - barri�ere, colis - conteneurs, barri�ere - couche g�eologique, scellements ...) et les couplages des
divers ph�enom�enes pris en compte sont complexes (voir �gure 2); par exemple:

� la transformation des smectites (argiles gon
antes) en illites (moins gon
antes avec moindre
r�etention des m�etaux) par le fer des conteneurs ou en z�eolites (de moindre r�etention des
radionucl�eides) par le panache alcalin provenant de la dissolution / d�egradation des bêtons

� la production d'une phase gazeuse par corrosion / radialise.
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1.3.3 Di��erentes �echelles

Il existe diverses �echelles dans lesquelles se situent les di��erents ph�enom�enes, par exemple:

� l'�echelle microscopique (forces ioniques, �echange entre site solide et 
uide, transfert de masses
entre phases) voir �gure 3

� l'�echelle m�esoscopique (Di�usion + Stokes, Concentration,_..) voir �gure 4

� l'�echelle macroscopique (Milieu poreux + loi de �ltration de Darcy - Di�usion e�ective -
Concentration - Transport - Perm�eabilit�e - Porosit�e ...) voir �gure 5.

1.4 Lois de �ltration { formulation math�ematique

Dans ce qui suit nous pr�esentons donc, pour l'obtention des lois:

� des exemples du passage microscopique ! macroscopique, dans le cas d'�ecoulement lent ou
rapide pour les 
uides newtoniens incompressibles (lois de Darcy et de Forcheimer) ceci
pouvant s'�etendre au cas d'�ecoulements non newtoniens visqueux (Puissance - Carreau -
Brinkman)(voir bibliographie en annexe)

� des exemples du passage m�esoscopique! macroscopiquepour des �ecoulements multiphasiques
(miscibles ou immiscibles) �a petite ou grande vitesse dans des \r�eservoirs" h�et�erog�enes y
compris fractur�es.

Pour des raisons de facilit�e dans l'exposition, nous supposerons le milieu p�eriodique dans la plûpart
des cas. Cependant les r�esultats dans le cas stochastique seront pr�esent�es lorsque ce sera possible.
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Plus pr�ecis�ement le plan de ce cours est le suivant

1. Loi de Darcy et variantes (
uides monophasiques)

(a) Passage de Stokes �a Darcy

(b) Loi de Brinkman

(c) E�ets non lin�eaires et loi de Forcheimer.

(d) Comportement de milieux poreux gon
ants

En annexe on donne une d�emonstration d�etaill�ee du passage de Stokes �a Darcy utilisant la
m�ethode de l'�energie.

2. Lois de �ltration des 
uides multiphasiques.

(a) Mod�ele de Leverett de 
uides immiscibles

(b) Mod�ele de Muskat

(c) Mod�ele de fronti�ere libre de Baiocchi

(d) Mod�ele de Richards

(e) Comparaison des mod�eles.

En annexe on donne une pr�esentation des changements d'�echelles dans les mod�eles de �ltration
multiphasique par homog�en�eisation, tir�ee du chapitre 5 de [43]ainsi que l'(importante !) bibli-
ographie tir�ee aussi de [43] concernant les ouvrages et articles essentiellement de mod�elisation
math�ematique pour les lois de �ltration.

3. Transport par d�eplacement de 
uides dans un milieu poreux.

(a) D�eplacement miscible mono
uide

(b) Transport par �ecoulement diphasique
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2 Loi de Darcy et variantes

On a dans ce cas un probl�eme d'homog�en�eisation, limite d'une suite de probl�emes chacun d�e�ni
dans un domaine di��erent d�ependant de la taille des obstacles ":

2.1 Passage Stokes-Darcy pour un 
uide Newtonien

Dans le domaine 
 consid�er�e, on part de l'�ecoulement d'un 
uide newtonien incompressible �a travers
des obstacles (r�ep�etition d'un obstacle typique YS) c'est-�a-dire de l'�equation de Stokes dans un ouvert

" : ����� ��u

" �rp" +
�!
f = 0; et r � u" = 0 dans 
" = 
 n [k2Z3"(k + �YS);

u" = 0 sur �" = @
" (1)

O�u comme d'habitude " est la taille caract�eristique adimensionalis�ee " = (dimension de la p�eriode
ou du pore)/ (dimension de l'�echantillon de roche) = p�eriode.

On �etablit ensuite des estimations �a priori qui donnent les ordres de grandeur des "�energies".
A savoir en partant de l'in�egalit�e de Friedrichs :

8v" 2 (H1
0 (
"))

3
Z

"

����v
"

"

����
2

dx � C
Z

"

jrxv
"j2dx

on obtient en �ecrivant la forme variationnelle de (1)

�Z


jrxu"j

2dx
�1=2

� c" (2)

�Z


ju"j

2dx
�1=2

� c"2 (3)

o�u u" est le prolongement de u" solution de (1) par z�ero sur 
 tout entier.
De même pour la pression p" prolong�ee d'une fa�con \ad-hoc" (voir annexe) on a :

Z


jp"j

2dx � c (4)

krp"k = sup
k
�!' k�1

Z


p"r�!' dx � c 8�!' 2 (H1

0 (
))
3 (5)

Si on pose v" =
u"
"2

on a alors kv"k(L2(
))3 + "krv"kL2(
)3�3 � C qui avec (4) donne alors par un

th�eor�eme de \convergence �a deux �echelles" 1.

� v" [respectivement "rv"] converge \�a double �echelle" vers v0(x; y) [respectivement ryv0(x; y)]
et, donc v"(x) [respectivement "rv"] converge faiblement c'est-�a-dire \en moyenne" vers
v(x) =

R
Y v0(x; y)dy [respectivement

R
Y ryv0(x; y)dy].

� p"(x) converge fortement dans L2(
)=IR vers p(x), v�eri�ant :

�������
v(x) = 1

�
K(f(x)�rp(x))

r � v(x) = 0 dans 

v(x) � �!n = 0 sur @
:

(6)

1voir [4] et [57] pour le cas p�eriodique et [20] pour le cas stochastique.

5



o�u le tenseur de perm�eabilit�e K est obtenu �a partir du probl�eme auxiliaire d�e�ni sur une cellule Y
(en v�erit�e sur le tore de IR3 pour le cas p�eriodique et sur tout IR3 pour le cas stochastique) :

����������

�yX
i �ry�

i + ei = 0; ei = ii�eme vecteur de la base canonique,
ry:X

i = 0 dans Y �YS;
X i = 0 sur @YS;
�i(y); X i(y); Y � p�eriodiques

(7)

Kij =
1

mes:Y

Z
Y

�YSrX
i(y) � rXj(j)dy: (8)

Remarque 1. Une suite w"(x) de fonctions dans L2(
) converge �a double �echelle vers w0(x; y) 2
L2(
� Y ) si pour toute fonction \r�eguli�ere" '(x; y) on a

lim
"!0

Z


w"(x)'(x;

x

"
)dx =

Z



Z
Y
w0(x; y)'(x; y)dydx

Remarque 2. Si on revient aux fonctions initiales u"; on voit alors que l'on a u"(x) qui converge
vers "2v(x), ce qui explique que la perm�eabilit�e \physique" qui est "2K soit exprim�ee en millidarcy.
Remarque 3. Le syst�eme (1) peut par simple renormalisation de la viscosit�e être r�e�ecrit avec
"2v" = u" :

"2��v" �rp" + f = 0 dans 
"

et dans le cas non stationnaire �a faible nombre de Reynolds, c'est-�a-dire avec
@v"

@t
dans le membre

de droite, on obtient alors une loi int�egrodi��erentielle du type

v(t; x) = v0(x) +
1

�
K(t) � (f �rp)(t; x);

voir par exemple [5].
Remarque 4. Le cas des obstacles r�epartis al�eatoirement mais n�eanmoins n'�etant pas in�niment
connect�es est �etudi�e dans [13].

2.2 Lois de Brinkman

On est dans les mêmes conditions que pr�ec�edemment c'est-�a-dire un 
uide s'�ecoulant lentement
dans un milieu poreux dont le mouvement microscopique est d�ecrit par l'�equation (1) mais dont la
taille des obstacles a" (ou grains) est tr�es inf�erieure �a la taille " de la p�eriode ou du pore.

On a alors 3 situations possibles correspondant �a l'ordre de �" =
"3

a"
:

(a) lim
"!0

�" = +1; (par exemple a" ' "4)

(b) lim
"!0

= �" = � > 0; (par exemple a" ' "3)

(c) lim
"!0

�" = 0; (par exemple a" ' "2)

Dans le cas (a), on a alors convergence de (u"; p") fortement dans H1
0 (
)

3 � L2(
)=IR vers (v; p)
solution unique de l'�equation de Stokes dans 
 tout entier:

�������
��v �rp+ f = 0 dans 

r � v = 0 dans 

v = 0 sur @


(9)
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c'est-�a-dire qu'�a la limite on \ne voit plus" les obstacles �a l'�echelle de l'�echantillon.
Dans le cas (b), (u"; p") converge faiblement dans H1

0 (
)
3�L2(
)=IR vers (v; p) l'unique solution

de l'�equation de Brinkman : ��������
��v �rp+ f =

�

�2
Mv et

r � v = 0 dans 

v = 0 sur @


(10)

o�u M est un tenseur de r�esistivit�e d�e�ni �a partir du probl�eme auxiliaire d�e�ni dans tout l'espace
IR3 apr�es renormalisation par y = x=a"

���������

�y'
i �ryq

i = 0 et
ry:'

i = 0 dans IR3 n �YS
'i = 0 dans YS
'i ! ei lorsque y !1

(11)

avec
Mij =

Z
IR3n �YS

r'i:r'jdy (12)

ou

Mei =
Z
@YS

�
1

2

�
r+rt

�
'i � qiI

�
�!� ds (la force de train�ee): (13)

Finalement dans le cas (c), on a
�
v" =

u"
�"
; p"
�
qui converge fortement dans L2(
)3 � L2(
)=IR

vers (v; p) unique solution d'un syst�eme de Darcy :

v(x) = 1
�
M�1(f(x)�rp(x))

r � v(x) = 0 dans 

v(x) � � = 0 sur @


La preuve dans les trois cas est obtenue en utilisant la m�ethode de l'�energie due �a L.Tartar (voir
par exemple [65] ou [66]) en renormalisant par y = x=" et avec construction des couches limites
appropri�ees, voir par exemple [2] et [3].
Remarque 5. Une question qu'on peut se poser est quel est le lien entre K dans (6), (8) et M�1

dans (10), (12).
On a alors le r�esultat de continuit�e suivant (voir [1]). Si (�i; �i) est l'unique solution de (7), en

renormalisant par y =
x

a"
et en d�e�nissant avec � = a"="

�i(�; y) = ��i(�y) et �i(�; y) = ��i(�y)

alors (�i(�; y); �i(�; y)) converge faiblement lorsque � ! 0 vers une combinaison lin�eaire des
('k(y); qk(y)) dans H1

loc(IR
3 n �YS)

3 � L2
loc(IR

3 n �YS) et de plus

lim
�!0

M ! K�1:

2.3 E�ets non lin�eaires et loi de Forcheimer

La question se pose de savoir que va-t-il advenir lorsque l'�ecoulement �a travers les pores devient su�-
isamment rapide pour voir agir, au niveau global, le terme inertiel (vr)v pr�esent dans l'�ecoulement
au niveau microscopique.
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Pour cel�a on ajoute dans le syst�eme (1) le terme non lin�eaire et on renormalise le nombre de
Reynolds pour pouvoir mod�eliser les e�ets inertiels d'un �ecoulement non lent:

�������
�"��u" � (u"r)u" �rp" + f = 0
r � u" = 0 dans 
";
u" = 0 sur �" = @
"

(14)

Si on d�e�nit le nombre de Reynolds local R"
e =

U ""

�"�
, puisque d'apr�es le paragraphe 2.1 ci-avant on

a u"(x) � "2��(v(x) +O(")), on a alors ce nombre qui est de l'ordre:

R"
e � "3�2� (15)

ce qui donne pour le nombre de Reynolds global Re =
v diam(
)

�"�
, l'ordre de grandeur Re � "��:

Le cas 0 � � << 3=2; "3 � R"
e << 1 et 1 � Re << "�3=2 conduit �a une loi de Darcy classique

comme dans le cas 2.1; le terme non lin�eaire n'intervient alors pas dans le comportement global.
Cependant, comme on le verra ci-apr�es, si on consid�ere � < 3=2 mais suÆsamment proche, on

peut voir apparaitre des e�ets inertiels au niveau global.

A. On commence par le cas o�u � est proche de 3=2 tout en restant < 3=2 (voir [18] par exemple).
On obtient alors, en introduisant ����� V = v(x) +R"

ev
1(x; y)

P = p(x) +R"
ep

1(x; y)
(16)

la loi globale

Vk = V � ek = ek �K(f �rP ) +R"
e

3X
i;j=1

M ij
k

 
fi �

@P

@xi

!

�

 
fj �

@P

@xj

!
+O((R"

e)
2)

(17)

et la partie quadratique R"
e(f � rP; Mk(f � rP )) devient non n�egligeable d�es que R"

e est
proche de 1 c'est-�a-dire lorsque � est proche de 3=2; de plus le tenseur K est identique �a
celui obtenu en (8) �a partir de (7) et le tenseur de la partie quadratique Mk est d�e�ni par le
probl�eme auxiliaire

���������

�y!
ij �ry � �

ij = �1
2
[(�iry)�

j + (�jry)�
i] et

ry � !
ij = 0 dans Y n �YS

!ij = 0 sur @YS
(!ij;�ij) Y � p�eriodiques

(18)

M ij
k =

Z
Y n �YS

(!ij(y):ek)dy k = 1; 2; 3 (19)

o�u �i et �j sont d�e�nis par (7).

Les r�esultats de convergence sont alors dans H(
; div) = fu 2 L2(
)3;r � u 2 L2(
)g

B. Si maintenant on consid�ere le cas � = 3=2 dans (14) c'est-�a-dire le cas o�u R"
e ' O(1); Re '

"�3=2, on ne peut plus alors d�ecoupler les probl�emes auxiliaires locaux (en la variable y) des
probl�emes globaux en x et on ne peut pas avoir une seule loi au niveau global.
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Par contre comme dans [17] on trouve

v(x) = k(�rp + f) k : IR3 ! IR3

avec
k(�) =

Z
Y
!(�)dy (20)

o�u !(�) est solution de

���������

��y!(�)(y) + (!(�)(y)ry)!(�)(y) +ry�(�)(y) = � et
ry!(�)(y) = 0 dans Y;
!(�)(y) = 0 sur @YS
(!�))�(�)) Y � p�eriodiques

(21)

pour 8� 2 IR3. De plus cette fonction k(�) peut être d�evelopp�ee en s�erie de Taylor, pour �
proche de 0 et donne alors:

k(�) = k0(0)� +
1

2
k00(0)(�; �) +

1

6
k000(0)(�; �; �) + : : :

et d'apr�es (20) on a alors k0(0) = K (voir (8)) et k00(0) =M (voir (19)).

La convergence (voir [17]) peut alors être obtenue dans H(
; div) grâce �a l'introduction de
couches limites.

Remarque 6. On peut aussi montrer (voir [17]) que si on met un param�etre �mesurant l'importance
des termes inertiels c'est-�a-dire dans (14) en renormalisant le terme inertiel sous la forme:

��(u"r)u"; � 2 [0; 1]

on a alors la fonction k(�) qui d�epend aussi de �, et si on la note alors k(�; �), on montre alors que
lorsque �! 0

k(�; �)! K�:

2.4 Comportement de milieux poreux gon
ants

Le passage du niveau microscopique (particules baignant dans une solution aqueuse) au niveau
m�esoscopique (�echantillon de roche) doit inclure en plus de l'�ecoulement le transport des �electrolytes
et le champ electrique induit ainsi que la d�eformation des particules solides a�n d'obtenir des lois
constitutives par exemple pour les argiles gon
antes. La d�erivation des lois m�esoscopiques (au
niveau d'un �echantillon de roche) est dans ce cas beaucoup plus complexe et jusqu'�a pr�esent peu
de travaux math�ematiques ont abord�e ce probl�eme (voir par exemple [67] et [36]) en vue de valider
math�ematiquement les mod�eles globaux purement ph�enom�enologiques (comme ceux par exemple
obtenus dans [42]).

2.4.1 Mod�elisation au niveau microscopique

Au niveau microscopique, on a des particules solides (par exemple des cristaux de smectites) de
taille de l'ordre du micron entour�ees d'une solution aqueuse �eventuellement mobile compos�ee d'eau
(qui se comporte comme un 
uide �electroniquement neutre) et d'une solution d'�electrolytes (par
exemple des cations Na+ et des anions Cl�). Chaque particule solide a sa surface externe charg�ee
n�egativement par substitution isomorphe (par exemple Fe+2 se substitue �a Al+3 dans les feuillets)
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et de ce fait les cations dans la solution sont attir�es vers les surfaces des particules, cr�eant ainsi
autour des particules une couche de di�usion ionique (voir �gure a). Une particule est form�ee d'un
empilement de feuillets (chacun d'epaisseur de l'ordre de 10 Ao) s�epar�es par des espaces interfoliaires
(constitu�e de couches de mol�ecules d'eau d'�epaisseur de l'ordre de 9 Ao). Dans le cas non satur�e
il faudrait prendre en compte s�epar�ement les di��erentes couches (y compris l'eau interfoliaire).
Dans le cas satur�e on consid�ere que l'eau dans les couches interfoliaires (appel�ee eau adsorb�ee) ne
communique pas avec l'eau dans la solution aqueuse entourant les particules et chaque particule se
comporte comme un syst�eme ferm�e.

Dans la solution aqueuse 
f , constitu�ee d'eau (
uide electroniquement neutre) et d'electrolytes
(Cl� et Na+ provenant de la dissociation du sel), la pr�esence de concentrations di��erentes n+ et n�

(en anions Cl�, respectivement en cations Na+) cr�ee un champ �electrique E regit par l'�equation de
Maxwell:

E = �r�
~"~"0r � E = ze(n+ � n�) dans 
f

(ze �etant la charge ionique ponctuelle).
Le champ �electrique E, ainsi cr�ee, agit alors comme une force qui s'�equilibre avec le d�eplacement

du 
uide (vitesse v et p pression hydrodynamique de la solution aqueuse) suivant la loi de Stokes:

�f�v �rp + qE = r � �f = 0
r � v = 0 dans 
f

avec adherence �a la paroi � (interface solution aqueuse / particules).
Le 
ux de cations et anions est produit par la convection du 
uide, une di�usion �ckienne et

une di�usion provenant de la migration ionique :

@n�

@t
+ vrn� = r � (D�rn�)�r � (D�n

�e

kT
r�) dans 
f

avec imperm�eabilit�e chimique de la fronti�ere solide �.
Le d�eplacement u de la phase solide (particules) se fait (�elasticit�e lin�eaire) sous les e�ets du


uide :
r � �s = 0
�s = �sr � uI + 2�s"(u) dans 
s

avec v = @u
@t

et �s � � = �f � � sur l'interface �:

La charge � sur la surface des particules solides est en �equilibre avec le champ �electrique dans le

uide :

~"~"0E � � = �� sur �

et on a electroneutralit�e du m�elange (sans que ceci ne soit le cas de chacun des composats pris
individuellement):

�
Z
�
�d� =

Z

f

qd
f :

La d�erivation des lois m�esoscopiques a �et�e �etudi�ee dans des cas simpli��es (milieu satur�e, 
uide
monophasique, double-couche electrique monodimensionnelle, incompressibilit�e, . . . ) par di��erents
techniques, lois de m�elanges thermodynamiques [14] ou [32], d�eveloppement asymptotique p�eriodique
[54] et [67].

2.4.2 Mod�ele m�esoscopique

Avec des hypoth�eses de p�eriodicit�e, par exemple de p�eriode ", on peut alors utiliser les d�eveloppements
asymptotiques et la moyenne spatiale sur le volume �el�ementaire se r�eduit �a la moyenne sur la cellule
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Y = Ys [ Yf renormalis�ee (y = x=") not�ee hiY . Par identi�cation des puissances de même ordre
dans les d�veloppements on obtient alors [54] le mod�ele m�esoscopique suivant.

Les grandeurs m�esoscopiques sont :

�0T = ��p0D + Cs"x(u
0)� �0

�; contrainte poro-�elastique de Terzaghi (22)

u0(x; t) � d�eplacement global des particules
� � coeÆcients de Biot des particules
�0
� � tenseur des contraintes physico-chimiques (incluant les contraintes de gon
ement)

Cs"x(u
0) � contraintes de contact

p0D � pression de �ltration du solvant (associ�ee au potentiel chimique de l'eau)
Cs � tenseur des coeÆcients d'�elasticit�e global du solide
et

V 0
D = �Krxp

0
D �K(+)rxn

+0
D �K(�)rxn

�0
D ; vitesse de �ltration (23)

K � tenseur de perm�eabilit�e de la solution aqueuse
n+0D ; n�0D � concentration apparente de cations, anions
K(+); K(�) � tenseurs de perm�eabilit�e aux electrolytes.
Les lois de conservations globales correspondantes sont alors dans 
 tout entier :

rx � V
0
D + � :

@

@t
"x(u

0) = �
@p0D
@t

+
@

@t
hry � u

1
�iY (24)

u1�(x; y; t) � d�eplacement des particules induit par les e�ets physico-chimiques locaux

@

@t
(
�n

�0
D ) = rx � (D

�
�rxn

�0
D ) (25)

avec

� = hexp(� e�0

kT
)iYf � coeÆcient global de distribution de Boltzman

D�
� � coeÆcients de di�usion ions� / eau d�ependant du potentiel �electrique �0.
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3 Lois de �ltration des 
uides multiphasiques

Introduction

On pr�esente dans ce qui suit les di��erents mod�eles utilis�es pour d�ecrire la �ltration de 
uides multi-
phasiques �a travers des milieux poreux. Pour cela, on consid�ere un cas id�eal o�u l'on a deux 
uides ou
deux phases (eau et air, p�etrole et eau, . . . ) que l'on supposera pour simpli�er incompressibles dans
un milieu poreux incompressible. On supposera aussi, pour simpli�er, que la saturation r�esiduelle
minimum en eau S = Sm est nulle (Sm = 0) et que la saturation r�esiduelle maximale S = SM est

�egale �a 1; si �c�a n'est pas le cas alors le changement d'inconnue S =
S � Sm
SM � Sm

ram�ene la saturation

entre [0; 1]: Les �equations mod�elisant les �ecoulements des 
uides miscibles, importantes dans le cas
de la mod�elisation de transport de polluants seront d�eduites de celles du cas immiscible dans le
mod�ele de Leverett.

Finalement, on explicitera dans un dernier paragraphe les liens existants entre les di��erentes
mod�elisations.

Les di��erents probl�emes de changement d'�echelle macroscopique - m�esoscopique (de l'�echelle du
laboratoire �a l'�echelle du domaine; de l'�echelle des donn�ees g�eologiques �a l'�echelle des mailles de
calcul) sont pr�esent�es dans un chapitre de [43] joint en annexe.

3.1 Mod�ele de Leverett de 
uides immiscibles

Ce mod�ele [47] utilise le concept de perm�eabilit�e relative supposant que chaque phase se comporte
suivant une loi de Darcy mais avec d�ependance de la saturation. Dans chaque phase � = �; � on a
donc un �ecoulement dont le d�ebit est donn�e par

q� = �K(X) ��(S) (rp� � ��grz) (26)

o�u

� K(X) est la perm�eabilit�e de la roche pour un quelconque �ecoulement monophasique (appel�ee
perm�eabilit�e absolue), d�ependant �eventuellement de la position X = (x; y; z) dans la nappe
ou le r�eservoir 
 � IR3;

� ��(S) =
kr�(S)

��
est la mobilit�e relative de la phase � et kr�(S) est la perm�eabilit�e relative de

la roche �a l'�ecoulement de la phase � en pr�esence de l'autre phase dans un pourcentage donn�e
par S la saturation de la phase mouillante (les courbes sont des donn�ees acquises g�en�eralement
par des mesures); �� et �� sont la viscosit�e et la densit�e de la phase �; g est l'intensit�e de la
gravit�e dans la direction (0; 0; z):

La roche et les 
uides �etant incompressibles, l'accumulation est due uniquement �a un changement
dans la saturation ce qui donne pour chaque phase � = �; � la loi de conservation :

�(X)
@(S���)

@t
+r � (��q�) = f�; (X; t) 2 
�]0; T [ (27)

o�u f� est la densit�e massique de 
uide � inject�e ou produit et �(X) est la porosit�e de la roche au
point X, c'est-�a-dire la fraction de volume accessible aux 
uides.

Les inconnues �etant la saturation S� et la pression p� dans chaque phase on adjoint �a (26) et
(27) deux autres �equations de comportement :

S� + S� = 1 et p� � p� = Pc(S) (28)
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o�u Pc(S) est une courbe de Pression Capillaire caract�erisant �a la fois la roche et les 
uides (donn�ee
par des mesures en laboratoire).

Historiquement, le mod�ele ci-dessus fut introduit dans les ann�ees 40 par divers auteurs, comme
par exemple Wycko� et Botset [68], Leverett [47] et [48] ou Muskat [56], essentiellement pour
mod�eliser la r�ecup�eration assist�ee du p�etrole par injection d'eau ou de gaz dans un gisement. Une
discussion des principes de ce mod�ele peut être trouv�ee par exemple dans [49], [64], [25] ou [37].
Plus tard il s'est av�er�e que ce même mod�ele est aussi utilisable pour mod�eliser les sols non satur�es
en eau [52] et [53] a�n de prendre en compte le m�elange eau-air.

On peut avec certaines hypoth�eses simpli�catrices (essentiellement en supposant une relation
entre la saturation et la tension super�cielle) retrouver ce mod�ele par passage �a l'�echelle de la roche
comme dans le cas Stokes-Darcy, (voir par exemple : [10], [50], [51]).

Du point de vue math�ematique ce mod�ele a �et�e assez bien �etudi�e, voir par exemple [16], [25],
[7], [39]. Les deux �equations de conservation (27) pour � = �; � sont mal adapt�ees �a une �etude
math�ematique ou num�erique, puisque dans les zones o�u S = 1 kr�(1) = 0; donc l'�equation de la
phase � disparait et de même dans les zones S = 0; kr�(0) = 0 et donc l'�equation de la phase
� disparait. Du point de vue num�erique, les codes de simulation de gisements p�etroliers utilisent
plutôt une formulation utilisant la pression capillaire (au lieu de la saturation) et la pression de
l'huile p�:

En supposant pour simpli�er que l'on n�eglige la gravit�e, si on regarde les diverses �energies
associ�ees aux �equations (26){(27)on voit apparâ�tre une \�energie capillaire" associ�ee �a un op�erateur
de type di�usion

EPc �
Z T

0

Z


K(X)

��(S)��(S)

��(S) + ��(S)

@Pc
@S

jrSj2dX dt

=
Z T

0

Z


K(X)a(S)jrSj2dXdt

une \�energie visqueuse"

EV �
Z T

0

Z



��rp� + ��rp�
�� + ��

qTdX dt

associ�ee au \d�ebit total"

qT = q� + q� = �K(X)(��rp� + ��rp�)

et �nalement une �energie \cin�etique"

Ec �
Z T

0

Z


jqT j

2dXdt

Ces diverses �energies peuvent s'�ecrire comme des formes quadratiques grâce �a l'introduction
d'une \saturation potentielle" Z et d'une \pression potentielle" P d�e�nies par:

Z =
Z S

0

 
��(s)��(s)

��(s) + ��(s)

@Pc
@s

!1=2

ds

rP =
��rp� + ��rp�

�� + ��

qui permettent d'�ecrire l'\�energie capillaire" comme

EPc =
Z T

0

Z


K(X)jrZj2dXdt

et \l'�energie visqueuse"

EV =
Z t

0

Z


K(X)(�� + ��)jrP j

2dX dt:
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On se retrouve alors grâce �a l'introduction de ces nouvelles inconnues Z et P en face d'une formula-
tion en �energie plus facile �a analyser du point de vue math�ematique. Finalement, dans les inconnues
S et P les �equations (26) et (27) deviennent alors :

�
@S

@t
�r:(a(S)K(X)rS � b(S)qT � bg(S)rpg) = f�

r:qT = f� + f�
(29)

o�u b(S) est le d�ebit relatif de �,

b(S) =
��(S)

��(S) + ��(S)

et pg est le potentiel de gravit�e

pg =
1

2
(�� + ��)gz:

Ces derni�eres �equations forment alors un syst�eme, quasi lin�eaire, parabolique{elliptique qui d�eg�en�ere
pour S = 0 ou S = 1 car a(0) = a(1) = 0: Cependant cette forme se prête bien �a un traitement
num�erique par �el�ements �nis mixtes ou par volume �nis (voir par exemple [25], [37] ou [44]).
Remarque 7. Dans le cas o�u la pression capillaire est n�egligeable (a(S) ' 0) le syst�eme pr�ec�edent
devient alors de type hyperbolique-elliptique pouvant exhiber des discontinuit�es de saturations :

@S

@t
+r:F (S; p) = f�

r � qT (S; p) = f� + f�
(30)

avec F (S; p) = �bg(S)rpg � b(S)qT .
Ce syst�eme sans pression capillaire appel�e syst�eme de Buckley-Leverett, a aussi donn�e lieu �a

une importante litt�erature (voir par exemple : [39], [41], [46]) tant du point de vue th�eorique que
num�erique.
Remarque 8. Une des derni�eres propri�et�es int�eressantes du syst�eme (29) est de redonner le mod�ele
gouvernant le transport de solut�e par di�usion-convection, ou la �ltration de deux 
uides totalement
miscibles (dans un pourcentage c appel�e concentration) formant une seule phase qui �ltre comme
un seul 
uide. On peut alors montrer (voir [24]) qu'en choisissant de fa�con ad-hoc les param�etres
et fonctions dans (27)-(29) en prenant dans (29) un seul 
uide dont le d�ebit est v on retombe bien
sur (31) avec D = D(X) :

v = �
K(X)

�(c)
rp

�
@c

@t
�r:(Drc) + v:rc = �cv

(31)

o�u c est alors la concentration et o�u la viscosit�e du m�elange �(c) provient du m�elange des deux

uides de viscosit�e �� et ��:

Cependant la mod�elisation du transport de solut�e comporte en plus un e�et de dispersion hy-
drodynamique, c'est-�a-dire que D = �dmI +D(v) est la somme d'un tenseur diagonal de di�usion
mol�eculaire dmI et d'un tenseur de dispersion D d�ependant du d�ebit v. Ce tenseur de dispersion
peut être d�eduit �a partir du niveau miscroscopique par diverses m�ethodes de changement d'�echelles
(voir par exemple : [9], [62], [30], [58]) et le terme de dispersion provient alors du terme convectif
dans l'�echelle miscroscopique suppos�e suÆsamment important (nombre de Peclet macroscopique
' O(1=")) pour rester apr�es le changement de variable Y = X=" (voir par exemple le paragraphe
2.1) dans le probl�eme auxiliaire d�e�ni sur une cellule (cas p�eriodique) ou sur tout IR3 (pour le cas
stochastique).

Du fait de la partie convective qui est lin�eaire dans (31), les m�ethodes lagrangiennes ou de
caract�eristiques sont particuli�erement bien adapt�ees et eÆcaces (voir par exemple : [8], [31], [34] et
[37]).
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3.2 Mod�ele de Muskat

Ce mod�ele [55] d�ecrivant la dynamique de la fronti�ere libre entre les deux 
uides immmiscibles, fut
initialement d�eriv�e par Muskat pour d�ecrire l'�evolution du cône d'eau sous un puit de production
de p�etrole.

Pour cela le r�eservoir est d�ecompos�e en deux domaines 
�(t) (qui est occup�e par le 
uide �) et

�(t) (occup�e par le 
uide �) s�epar�es par une fronti�ere libre �(t):

Dans 
�(t) et 
�(t) on a les lois lois de conservation :

r � V� = r �

"
�
K�

��
r(p� � ��gz)

#
= f� dans 
�(t);

r � V� = r �

"
�
K�

��
r(p� � ��gz)

#
= f� dans 
�(t):

(32)

Sur la fronti�ere � entre les deux 
uides (suppos�ee continue) on a continuit�e des pressions (la pression
capillaire est suppos�ee n�egligeable) et des 
ux �a travers cet interface �(t) :

p� = p�

V� � �
K(X)

��
r(p� � ��gz) = �

K(X)

��
r(p� � ��gz) � V�; sur �(t):

(33)

Le mouvement de cette fronti�ere �(t) est caract�eris�e par sa vitesse normale V� :

V� �
V�

��(X)
:� =

V�
��(X)

:� ; � � normale �a �: (34)

On peut remarquer que ce dernier mod�ele peut être consid�er�e comme un cas particulier du mod�ele
pr�ec�edent [25], en supposant que Pc(S) = 0 et que l'on a des courbes de perm�eabilit�es relatives kr�
ind�ependantes de la localisation X; car alors (29) donne :

r:q = f� + f�
q = �K(X)(��(S) + ��(S))r(p� �(S)gz)

(35)

et

�(X)
@S

@T
+r:Q(S) = f�

Q(S) = �K(X)
��(S)��(S)

��(S) + ��(S)
(�� � ��)grz +

��(S)

��(S) + ��(S)
q

(36)

o�u l'on a d�e�ni p = p� et S = 1 dans 
�; p = p� et S = 0 dans 
� (d'o�u le nom d'�ecoulement

\piston") et o�u on a pris K� = K(X)kr�(S); ��(S) =
kr�(S)

��
la mobilit�e de la phase �: La relation

de Rankine-Hugoniot qui donne la vitesse V� normale au front pour l'�equation hyperbolique (36)
est alors, avec les conditions choisies pour p et S dans(35)-(36) :

V� =
q � �

�
=
Q(1)�Q(0)

�
� � (37)

d'apr�es les propri�et�es de monotonie des perm�eabilit�es relatives; ce qui n'est rien d'autre que l'�equation
(34) du mod�ele de Muskat.

Alors, la condition d'entropie, n�ecessaire pour avoir une solution unique et physiquement ac-
ceptable, est donn�ee par :

(Q(s)� sq):� � 0 8s 2 [0; 1]; (38)

si � est orient�ee de telle fa�con que S soit d�ecroissant dans cette direction.
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3.3 Mod�ele de fronti�ere libre de Baiocchi

Ce mod�ele fut introduit dans les ann�ees 70 par Baiocchi [11] pour mod�eliser la fronti�ere eau-air �a
l'int�erieur d'une digue poreuse; ce mod�ele suppose l'eau incompressible et la fronti�ere �, s�eparant
le domaine 
� envahi par l'eau du domaine 
� occup�e par l'air, continue.

Dans le domaine 
� on a donc

�r �

 
K�

��
r (p� � ��gz)

!
= f� (39)

et dans le domaine 
� on a
p� = Cte = Patm: (40)

Sur la fronti�ere libre s�eparant 
� et 
� il y a continuit�e de la pression (la pression capillaire est
n�eglig�ee) :

p� = p� sur � (41)

et la vitesse normale V� de d�eplacement de � est donn�ee par :

V� =
�
K�

��
r(p� � ��gz)

�
� � (42)

o�u � est la normale �a la fronti�ere dirig�ee de l'eau vers l'air.
Remarque 9. Si on compare les deux derniers mod�eles de fronti�ere libre, celui de Muskat et celui
de Baiocchi, on peut voir [25] que, formellement, ce dernier est la limite du pr�ec�edent quand la
viscosit�e �� et la densit�e �� tendent vers z�ero (comparer (32) et (39)-(40),(42) et (33)-(34)). On
peut aussi v�eri�er [25] que la condition d'entropie (38) du mod�ele de Muskat est v�eri��ee dans le cas
o�u le niveau d'eau est croissant.
Remarque 10. D'un point de vue math�ematique ce probl�eme a �et�e beaucoup �etudi�e car, tant du
point de vue th�eorique que du point de vue num�erique il se ram�ene grâce �a une transformation
ad-hoc, voir par exemple Baiocchi [11] ou Friedman-Torelli [38], �a une �equation variationnelle, (cas
stationnaire) ou �a une in�equation variationnelle (cas instationnaire).

3.4 Mod�ele de Richards

Ce mod�ele a �et�e initialement propos�e [59], [60] pour �etudier l'�evolution de l'humidit�e dans un sol
non satur�e, en vue d'applications agricoles. Il a �et�e beaucoup �etudi�e depuis les ann�ees 1950 (voir
par exemple Gilding-Peletier [40]) �a la fois du point de vue th�eorique et num�erique.

On peut suivant [52]-[53] montrer que ce mod�ele est une approximation du mod�ele de Leverett
en supposant l'eau et la roche incompressibles, les courbes de Pression capillaire et de Perm�eabilit�es
relatives ind�ependantes de X et �nalement l'air restant �a la pression atmosph�erique.

Bien que cette derni�ere hypoth�ese ne traduise pas la diÆcult�e de l'air �a s'�echapper du sol, causant
en retour une in�ltration d'eau en quantit�e moindre, cette approximation est encore tr�es populaire
particuli�erement en p�edologie et agriculture, ceci essentiellement pour son �ecriture, �a premi�ere vue,
assez proche du cas monophasique qui laisse croire, �a tort, �a la simplicit�e du traitement num�erique
associ�e.

En e�et la forme traditionnelle de l'�equation de Richards est :

@

@t
CH(FH)��FH +

@KH

@z
= 0 (43)

o�u
CH(FH) = � = �S est l'inconnue principale
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KH(�) est la conductivit�e hydraulique

FH(�) =
Z �

�
KH(s)

d 

ds
(s)ds est le potentiel de Kircho�

D(�) = KH(�)
d 

d�
(�) est la di�usivit�e

 (�) est la suction. Pour appr�ecier la nature et les diÆcult�es de ce mod�ele on peut se ramener �a
des grandeurs utilis�ees dans le mod�ele de Leverett grâce aux changements de fonction suivants :

K(X)
Kr�(S)

��
��g = KH(�); kr�(S)��g = R(S);

PC(S)=��g =  (�); o�u � est la phase aqueuse et � l'air.

En notant comme pr�ec�edemment F; le potentiel de Kircho�,
K(X)

��
F (S) = FH(�); (43) s'�ecrit :

'
@C(F )

@t
�r:

 
K

��
frF � kr�(C(F ))g�� grz

!
= 0 (44)

o�u la saturation S est l'inconnue principale et C est la fonction r�eciproque de F (S):
L'�equation (44) est alors de type parabolique lorsque F est < 0 (zone non satur�ee S < SM et

p� < p�) et de type elliptique lorsque F > 0 (zone satur�ee S = SM et p� � p�,F (SM) = 0; C(0) =
1 = Cte); dans le cas C(F ) > 0; 8F; (S > SM � 0) l'�equation (44) a une singularit�e pour F = 0
mais par contre si on permet des zones s�eches (S = 0 = C(F�) alors C(F ) doit s'annuler pour
certaines valeurs de F; (F (0) = F�) ajoutant alors dans (44) des nouvelles singularit�es pour ces
valeurs F = F�.

En s' inspirant de [25] on pr�esente ci-apr�es les correspondances entre ces diverses lois.

4 Transport par d�eplacement de 
uides dans un milieu

poreux

4.1 Equation d'un d�eplacement miscible incompressible dans un milieu

poreux

Dans le domaine poreux concern�e 
 � IR3 , la concentration C de l'esp�ece chimique consid�er�ee dans
la phase liquide est r�egit par une �equation de transport de masse :

�R
@C

@t
+ ��RC �r:(�DrC) +rC:

�!
U +

@S

@t
= qI(CI � C) (45)

o�u le d�ebit volumique (vitesse de Darcy) est donn�e par

�!
U = �Kr(P � �gZ)=�(C) (46)

qui v�eri�e l'�equation de conservation :
r:
�!
U = qI ; (47)

avec les conditions au bord de pression P et de concentration C (Dirichlet, Neumann, mixtes) et
une condition initiale C(x; 0) = C0(x),
R est un facteur de latence (Retard) d�ependant du milieu poreux, par (x; �); d�ependant de l'isotherme
r�egissant la r�eaction (dissolution pr�ecipitation) suppos�ee �a l'�equilibre (avec �eventuellement Kd �
coeÆcient de sorption ou de partition).
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L'�evolution de la concentration S dans la phase solide de l'esp�ece consid�er�ee en fonction de la con-
centration dans la phase liquide de la mme esp�ece (r�eaction - sorption) est repr�esent�ee par le terme
@S
@t
:

Le taux de d�ecroissance radioactive est � � log 2
T

(pour l'esp�ece dont le demi-temps de vie est T:)
La porosit�e est �; dont le tenseur de di�usion dispersion d�epend de la vitesse de Darcy, D = dm0I+
jU j(dlE(U)+ dtE

t(U)) o�u Eij(U) =
uiuj
juj2

,Et(U) = I �E(U) ; K est le tenseur de perm�eabilit�e de la

roche et � est la viscosit�e, pouvant d�ependre de la concentration, �(C) = �(0)(1 + (M1=4 � 1)C)�4

avec M � �(0)=�(1): La source qI injecte un d�ebit de 
uide de concentration CI :
On a donc un syst�eme coupl�e d'�equations aux d�eriv�ees partielles non lin�eaires. Une des �equations
�etant elliptique (respectivement parabolique), pour la pression Pdu 
uide, si les 
uides sont incom-
pressibles (respectivement, compressibles) et l'autre est de type parabolique pour la concentration
d'une esp�ece dans sa phase 
uide. Ce syst�eme est compliqu�e par le fait qu'il peut être coupl�e par
la loi reliant la viscosit�e �a la concentration, et la d�ependance du tenseur de dispersion en la vitesse
qui a priori n'est pas born�ee.
Dans le cas incompressible o�u il n'y a pas de r�eaction-sorption et o�u de plus il n'y a pas de cou-
plage dû �a la dispersion et �a la viscosit�e (@S

@t
= 0 ; R = R(x; ')); les deux �equations se d�ecouplent

et conduisent aux r�egularit�es (et unicit�e) classiques [45]. Le cas sans r�eaction-sorption mais avec
couplage (Dispersion et viscosit�e) donne [28] l'existence d'une solution faible

(P;C) 2 (L1(0; T ;V + 'p); L
2(0; T ;W + 'C);�

@C
@t
2 L2(0; T ; W �(U));

C(x; t) 2 [0; 1] p.p.sur 
�]0; T [pour des conditions aux bords tr�es g�en�erales

V =W = H1
0 (
);W (U) = fs 2 W : (D(U)rs;rs) < +1g

si par exempleP = 'p(x; t) et C = 'C(x; t) sur @
�]0; T [):

Du point de vue num�erique les m�ethodes d'�el�ements �nis ont �et�e appliqu�ees et �etudi�ees extensive-
ment pour le cas incompressible voir par exemple [33] et le cas faiblement compressible a �et�e �etudi�e
dans [35]. Dans le cas o�u il y a r�eaction-sorption (@S

@t
6= 0; R(x; '; C;Kd; : : :)) le splitting (c'est-�a-

dire la r�esolution en deux demi pas de temps : le premier demi-pas de temps o�u on actualise la
concentration en ne consid�erant que la partie transport, sans r�eaction, de (45) et le second demi-pas
de temps o�u on r�etablit \l'�equilibre chimique" en r�esolvant uniquement la partie r�eaction) peut
poser probl�eme du point de vue num�erique, voir par exemple [12].

4.2 Equation d'un transport d'esp�eces par �ecoulement diphasique in-

compressible dans un milieu poreux

Le m�elange eau-air caract�erisant les milieux insatur�es [52], [53] est un exemple d'�ecoulement diphasique
o�u cette mod�elisation peut tre utilis�ee. Dans le domaine poreux 
 � IR3 on a pour chaque phase,
� = ! (phase mouillante, eau par exemple), � = n (phase non mouillante, air par exemple), une
�equation de conservation :

'
@

@t
(��S�) +r:(��U�) = ��q� (48)

o�u ��; S�; U� et q� sont respectivement la densit�e, la saturation, le d�ebit volumique et la densit�e
de source volumique de la phase �: Le d�ebit U� est donn�e par une loi de Darcy g�en�eralis�ee (non
lin�eaire) :

U� = �K
kr�(x; S�)

��
(rP� � ��gZ); � = !; n; (49)

o�u P�; �� et kr� sont respectivement la pression, la viscosit�e et la perm�eabilit�e relative de la phase
�: En addition les saturations sont reli�ees par

S! + Sn = 1 (50)
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et les deux vecteurs pressions sont reli�es par une fonction donn�ee, appel�ee Pression Capillaire :

pc(Sw) = Pn � Pw: (51)

Le syst�eme (48)-(51) a �et�e �etudi�e extensivement du point de vue math�ematique, voir par exemple
[7], [24], [25],[39], [6] et de nombreuses �etudes num�eriques lui ont �et�e consacr�es compte tenu de
l'application de cette mod�elisation �a la r�ecup�eration assist�ee du p�etrole, voir par exemple [28], [37]
ou [25].

Avec l'�ecoulement des 
uides sp�eci��e comme ci-dessus, on peut maintenant ajouter l'�equation
du transport d'un constituant chimique; ce constituant pouvant être transport�e dans chacune des
phases. Si C� d�enote la concentration massique de la phase 
uide du constituant dans la phase �;
alors on a dans chaque phase :

�
@

@t
(��S�C�) +r:(��U�C� � ���S�D�rC�) + �r���S�C� = Ĉ���q̂�; � = n; w (52)

o�u D�; r� et Ĉ� sont respectivement le tenseur de di�usion-dispersion, le taux de r�eaction ou la
d�ecroissance radioactive et la concentration inject�ee dans la source pour la phase �. (D� donn�e pour
une formule analogue au cas monophasique dans chaque phase) En plus des couplages, les diÆcult�es
ici sont li�ees �a la d�eg�en�erescence des �equations de saturation (kr�(S�) = 0 pour S� = 1); le nombre
d'�equations n'est pas connu a priori �a une place donn�ee du milieu poreux. Il est donc n�ecessaire
comme pr�ec�edemment (voir la formulation des �ecoulements multiphasiques immiscibles) de r�e�ecrire
ces �equations dans de nouvelles variables a�n de pouvoir en faire une analyse math�ematique. Pour
cela on d�e�nit dans chaque phase � = n; w les mobilit�es

��(x; S�) =
kr�(x; S�)

��
(53)

et les d�ebits fractionnels
f�(x; S) = ��=(�w + �n) (54)

ainsi que le d�ebit total U = Un + Uw et la mobilit�e totale � = �w + �n; en utilisant la notion de
pression r�eduite

p = Pn �
Z S

0
(fw

@Pc
@s

)(x; s)ds (55)

et de pression compl�ementaire

� = �
Z S

0
(fwfn

@Pc
@s

)(x; s)ds; S = ��1: (56)

Sous l'hypoth�ese d'incompressibilit�e, (48) devient l'�equation de pression :

r:U = q � qw + qn; (57)

(49) donne
U = �K(�rp+ 
1(Sw; Cw)) (58)

(48) et (49) donnent, en notant comme dans (55) et (56) S � Sw et C = Cw l'�equation de saturation
:

'
@S

@t
�r:fK(�r� + �wrp+ 
w(S;C)g = qw (59)

o�u
Uw = �K(�r� + �wrp + 
w(S;C)) (60)
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Un = K(�r� � �nrp + 
n(S;C)) (61)

En r�esum�e, dans le cas incompressible, de (57) - (61) on obtient en notant

D(S; Uw; Un) = �(SwDw + SnDn) et R(S; rw; rn) = �(Swrw + Snrn)

le syst�eme d'�equations
�r:fK(�(S;C)rp+ 
1(S;C))g = q(S;C) (62)

�
@S

@t
�rfK(�(S;C)r� + �w(S;C)rp+ 
w(S;C))g = qw (63)

�
@C

@t
�r:fD(S; Uw; Un)rC � UCg+R(S; rw; rn)C = Ĉq̂(S;C) (64)

avec les conditions au bord sur U , p et � et les conditions initiales

�(x; 0) = �0(x); C(x; 0) = C0(x):

On a alors existence d'une solution faible de (62) - (64), avec les hypoth�eses classiques sur les
coeÆcients et fonctions de r�egularit�e, positivit�e et de borne, (voir [28]).

(p; �; C) 2 L1(0; T ;V + 'p); L
2(0; T ;W + '�); L

2(0; T ; �(S; Uw; Un) + 'C)

�
@S

@t
2 L2(0; T ;W �); �

@C

@t
2 L2(0; T ; ��)

�(x; t) 2 [0; ��(x)]; C(x; t) 2 [0; 1]; p.p. sur 
�]0; T [

avec par exemple V = H1
0 (
) = � =W et

(p; �; c)j@
 = ('p; '�; 'C) ; �(S; Uw; Un) = fC 2 � : (D(S; Uw; Un)rC;rC) <1g:

Du point de vue num�erique, ce dernier mod�ele a �et�e �etudi�e par exemple dans [26], [27], [29].
Remarque. Dans le cas du transport de multiesp�eces on a donc une �equation du même type que
(52) associ�e �a la concentration C�;i de chaque esp�ece i (isotope ou �el�ement) dans la phase � et

�eventuellement des �liations isotopiques (de la forme
j=i+kX
j=1

rj�;iC�;j, pour k \�ls") au lieu de simple

d�ecroissance radioactive r�;iC�;i.
Remarque. Il apparait dans le mod�ele ci-dessus, (62) - (64), diverses �echelles de temps:

� un temps caract�eristique de la di�usion, TD =
�L2

kDk

� un temps caract�eristique de la convection, TU =
�L

jU j

� un temps caract�eristique de r�eaction, TR =
�

jRj
.

Si il y a plusieurs esp�eces, on peut même avoir, pour chaque param�etre, di�usion - convection -
r�eaction, des temps caract�eristiques de chaque esp�ece T i

D;U;R.
Toutes ces �echelles de temps ne sont pas forcement du même ordre et peuvent necessiter des
probl�emes de stabilit�e pour le choix des pas de temps dans les simulations num�eriques.
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