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1 Introduction générale

1.1 Préliminaire

Il existe une grande quantité de déchets radioactifs engendrés par diverses activités industrielles
(EDF, CEA, COGEMA, ... ) médicales (hopitaux, Universités, Laboratoires) et propulsion navale
militaire.

Par exemple on prévoit, d’ici 2020, un volume de stockage de déchets (+ enrobage, + conteneurs)
de quelques centaines de milliers de métres cubes en France (correspondant approximativement
a un entreposage souterrain reparti dans 1200 alvéoles dans un réseau de 102 km, linéaires, de
galeries). Les déchets a stocker souterrainement sont de type B (faible et moyenne activité mais
longue période) et de type C (haute activité, effets thermiques non négligeables) et la plus grande
partie est fournie par le démantélement des installations EDF (2000-2020 et 2020-2070). Le nombre
d’éléments isotopes est supérieur a 25 et certains de ces éléments entreposés peuvent avoir une durée
de vie tres longue (< 10° années).

La problématique est donc d’estimer :

e quels sont les différents scénarri d’évolution pendant cette période en fonction des choix
d’entreposage.

e quelles sont les chances (!) de réalisation de ces scénarri 7

e quelles sont les conséquences de la réalisation de chacun de ces scénarri 7

1.2 Situation en France.

[’ANDRA, Etablissement Public Industriel et Commercial (depuis décembre 1991) est chargé de
vérifier la qualité des déchets, concevoir, implanter construire et gérer les centres de stockage. Dans
ce cadre elle a engagé:

e Travail de compréhension:
des diverses phénoménologies des couches hotes (géologie / géoprospective - hydro/géochimie
- géomécanique);
des matériaux du stockage (chimie-mécanique-thermique);
dans la biosphere



e et démarré la construction d’un laboratoire souterrain (Meuse) pour expérimentation in situ,
échelle 1 (adut 1999).

Jusqu’en 2020 les dechets seront entreposés en surface ou subsurface, entre temps les recherches
sur la transmutation / séparation continuent et le stockage souterrain si il est décidé par le par-
lement ne pourra commencer qu’en 2020. D’ici la TANDRA doit présenter a la Commission Na-
tionale d’Evaluation - une premiere vérification de sureté basée sur la définition d’un avant projet
préliminaire de stockage en 2001 - des expérimentations en laboratoire souterrain por calage / vali-
dation - une seconde vérification de sireté basée sur un avant projet évolué en 2004 -

- Une ultime vérification de sureté basée sur le projet de stockage choisi en 2005 permettra la
présentation du projet de stockage et des analyse de sureté associées qui sera soumis pour appro-
bation au parlement en 2006.

1.3 Présentation du probleme de simulation
1.3.1 Simulation du “champ lointain”

Prend en compte les écoulements et le transport des divers éléments & I’échelle d’une région (25 km
x25 km X1 km).

Pour cela on s’appuie sur les données géologiques et hydrauliques et on utilise des modeles

d’écoulements (mono ou multiphasiques) en milieu poreux, avec transport de matiere et réactions
(voir équations et modeles ci-apres). Le stockage lui-méme est réduit dans ce cas a une source
répartie sur une ”petite zone” (voir figure 1).
Les problemes de modélisation mathématique ou numérique sont liés a la géohydrologie c’est-a-
dire a la prise en compte des failles, des macropores, des micro fractures, des géologies fortement
contrastées, liés aux écoulements qui peuvent étre décrits soit par des lois d’écoulements (New-
tonien, Non Newtonien) et liés a la géochimie (réaction, décroissance, sorption, gonflement). Un
des problemes essentiel, a ce niveau, est le passage des modeles définis au niveau mesoscopique
(échantillon de roche, un colis) & des modeles valables au niveau macroscopique (couche géologique,
stockage), tant au niveau échelle d’espace que échelle de temps.

1.3.2 Simulation du “champ proche”

Concerne ’étude du comportement des colis de déchets (déchets enrobés dans une matrice de verre,
de ciment ou de bitume, disposés dans un conteneur en acier ou beton) entourés de barrieres
ouvragées (argiles ou ciments) et leurs interactions avec la couche géologique hote. Un stockage
est alors composé des colis au sein d’alvéoles, réparties le long de galeries scellées (constituant un
réseau de galeries et alvéoles) ainsi que des puits d’acces eux aussi scellés. L’échelle est de Iordre
de 1 mx1 m x10 m pour une alvéole seule a 50 mx50 m x100 m pour les interactions alvéoles /
couche hote. Dans le champ proche du stockage les phénomenes pris en compte sont thermique -
hydraulique - mécanique - chimique - radiologique.

Les principaux problemes sont des problemes d’interfaces ou contacts entre les différentes zones
(colis - barriére, colis - conteneurs, barriere - couche géologique, scellements ...) et les couplages des
divers phénomenes pris en compte sont complexes (voir figure 2); par exemple:

e la transformation des smectites (argiles gonflantes) en illites (moins gonflantes avec moindre
rétention des métaux) par le fer des conteneurs ou en zéolites (de moindre rétention des
radionucléides) par le panache alcalin provenant de la dissolution / dégradation des bétons

e la production d’une phase gazeuse par corrosion / radialise.



1.3.3 Différentes échelles

Il existe diverses échelles dans lesquelles se situent les différents phénomenes, par exemple:

e I’échelle microscopique (forces ioniques, échange entre site solide et fluide, transfert de masses
entre phases) voir figure 3

e 1’échelle mésoscopique (Diffusion 4+ Stokes, Concentration,:.) voir figure 4

e ’échelle macroscopique (Milieu poreux + loi de filtration de Darcy - Diffusion effective -
Concentration - Transport - Perméabilité - Porosité ...) voir figure 5.

1.4 Lois de filtration — formulation mathématique

Dans ce qui suit nous présentons donc, pour ’obtention des lois:

e des exemples du passage microscopique — macroscopique, dans le cas d’écoulement lent ou
rapide pour les fluides newtoniens incompressibles (lois de Darcy et de Forcheimer) ceci
pouvant s’étendre au cas d’écoulements non newtoniens visqueux (Puissance - Carreau -
Brinkman)(voir bibliographie en annexe)

e des exemples du passage mésoscopique — macroscopiquepour des écoulements multiphasiques
(miscibles ou immiscibles) a petite ou grande vitesse dans des “réservoirs” hétérogenes y
compris fracturés.

Pour des raisons de facilité dans ’exposition, nous supposerons le milieu périodique dans la plapart
des cas. Cependant les résultats dans le cas stochastique seront présentés lorsque ce sera possible.



Plus précisément le plan de ce cours est le suivant
1. Loi de Darcy et variantes (fluides monophasiques)

a) Passage de Stokes a Darcy

()
(b)
(c)

)

(d) Comportement de milieux poreux gonflants

Loi de Brinkman

Effets non linéaires et loi de Forcheimer.

En annexe on donne une démonstration détaillée du passage de Stokes a Darcy utilisant la
méthode de I’énergie.

2. Lois de filtration des fluides multiphasiques.

a) Modele de Leverett de fluides immiscibles

(a)
(b) Modele de Muskat
(c) Modele de frontiere libre de Baiocchi
(d) Modele de Richards

)

(e) Comparaison des modeles.

En annexe on donne une présentation des changements d’échelles dans les modeles de filtration
multiphasique par homogénéisation, tirée du chapitre 5 de [43]ainsi que I’(importante !) bibli-
ographie tirée aussi de [43] concernant les ouvrages et articles essentiellement de modélisation
mathématique pour les lois de filtration.

3. Transport par déplacement de fluides dans un milieu poreux.

(a) Déplacement miscible monofluide

(b) Transport par écoulement diphasique



2 Loi de Darcy et variantes

On a dans ce cas un probleme d’homogénéisation, limite d’une suite de problemes chacun défini
dans un domaine différent dépendant de la taille des obstacles ¢.

2.1 Passage Stokes-Darcy pour un fluide Newtonien

Dans le domaine €2 considéré, on part de I’écoulement d’un fluide newtonien incompressible a travers
des obstacles (répétition d’un obstacle typique Ys) c’est-a-dire de ’équation de Stokes dans un ouvert
Q. :
AUt — Vp* + 7 =0, et V-u®=0 dans Q. =Q\ Upegsc(k+Ys), (1)
u* =0 sur I'®=09Q°

Ou comme d’habitude ¢ est la taille caractéristique adimensionalisée ¢ = (dimension de la période
ou du pore)/ (dimension de I’échantillon de roche) = période.
On établit ensuite des estimations a priori qui donnent les ordres de grandeur des ”énergies”.
A savoir en partant de I'inégalité de Friedrichs :

£

Vo € (HL(Q.))? / !

2
dr < C/ Vv |2da
£ 0.

on obtient en écrivant la forme variationnelle de (1)

1/2
(/ |qu5|2dx> < ce (2)
Q

([ o) < es? 3)

ol u. est le prolongement de u® solution de (1) par zéro sur €2 tout entier.
De méme pour la pression p° prolongée d’une fagon “ad-hoc” (voir annexe) on a :

|?de < 4
[ Ip-ffda < c (4)

IVl = sup [ p.VPdr<e VR e (H Q) )

&<t

u

Si on pose v, = 5—; on a alors ||v.||(z2(n))2 + €|| V|| 12(q)3xs < C qui avec (4) donne alors par un
théoreme de “convergence a deux échelles” .

e . [respectivement e Vuv,| converge “a double échelle” vers vy(z,y) [respectivement V,vo(x,y)]

et, donc v°(z) [respectivement £Vv®| converge faiblement c’est-a-dire “en moyenne” vers

v(z) = [y vo(x,y)dy [respectivement [ V,vo(x, y)dy].

e p.(z) converge fortement dans L*(Q)/IR vers p(z), vérifiant :

v(z) = L K(f(z) — Vp(2))
V-v(xr)=0 dans (6)
v(x)- W =0 sur ON.

Lvoir [4] et [57] pour le cas périodique et [20] pour le cas stochastique.



ou le tenseur de perméabilité K est obtenu a partir du probleme auxiliaire défini sur une cellule Y
(en vérité sur le tore de IR? pour le cas périodique et sur tout IR® pour le cas stochastique) :

AX =V,mi4+e =0, €= i1eMe vocteur de la base canonique,

Vy.Xi =0 dans YVg, (7)
X'=0 sur 0Yg,

7 (y), X' (y),Y — périodiques

1
mes.Y

Lmvw@wvwm@. (8)

Remarque 1. Une suite w®(z) de fonctions dans L?(Q2) converge & double échelle vers w°(z,y) €
L?(Q x Y) si pour toute fonction “réguliere” ¢(z,y) on a

ij =

. c T _ 0
limy [ wf(@)pla, D)o = [ [ (e, y)e(e,y)dyds
Remarque 2. Si on revient aux fonctions initiales u®, on voit alors que I'on a u®(x) qui converge
vers £2v(x), ce qui explique que la perméabilité “physique” qui est 2K soit exprimée en millidarcy.
Remarque 3. Le systéme (1) peut par simple renormalisation de la viscosité étre réécrit avec
20 = uf :

2uAv® —Vp* 4+ f =0 dans

£

v
ot

et dans le cas non stationnaire a faible nombre de Reynolds, c’est-a-dire avec dans le membre

de droite, on obtient alors une loi intégrodifférentielle du type
1
v(t,x) = vo(x) + ;K(t) «(f = Vp)(t, 2);

voir par exemple [5].
Remarque 4. Le cas des obstacles répartis aléatoirement mais néanmoins n’étant pas infiniment
connectés est étudié dans [13].

2.2 Lois de Brinkman

On est dans les mémes conditions que précédemment c’est-a-dire un fluide s’écoulant lentement
dans un milieu poreux dont le mouvement microscopique est décrit par I’équation (1) mais dont la

taille des obstacles a. (ou grains) est tres inférieure a la taille € de la période ou du pore.
3

On a alors 3 situations possibles correspondant a 'ordre de o0, = — :
aE

(a) limo, = +o0, (par exemple a, ~ &%)
e—0

(b) ll_r}% =0, =0>0, (parexemple a, ~ %)
. o ~ 2

(c) limo, =0, (par exemple a, ~ &)

Dans le cas (a), on a alors convergence de (u.,p.) fortement dans Hj(Q)* x L?(Q)/IR vers (v,p)
solution unique de I’équation de Stokes dans €2 tout entier:

wAv —Vp+ f=0 dans
V-v=0 dans (9)
v=20 sur OS2



c’est-a-dire qu’a la limite on “ne voit plus” les obstacles a ’échelle de I’échantillon.
Dans le cas (b), (u., p.) converge faiblement dans Hj ()% x L*(Q)/IR vers (v, p) 'unique solution
de I’équation de Brinkman :
puAv —Vp+ f = %M’U et
o
V.v=0 dans (10)
v=20 sur OS2

ou M est un tenseur de résistivité défini a partir du probleme auxiliaire défini dans tout l’espace
IR? apres renormalisation par y = x/a.

Ayt —V,g' =0 et

V,¢'=0 dans IR*\Ys (1)
=0 dans Yy

@' — €' lorsque ¥y — 00

avec . ,
M;; = / - V. Vldy (12)
R3*\Ys
ou )
Me' = / (- (V + Vt) — qu> 7ds (laforce de trainée). (13)
aYs \2

Finalement dans le cas (¢), on a (va = Z—Z,pg) qui converge fortement dans L?(Q)% x L*(Q)/IR
vers (v, p) unique solution d’un systéme de Darcy :

()— (()—Vp(fﬂ))
V-u(z ) dans Q
v(z)-n sur 0N

La preuve dans les trois cas est obtenue en utilisant la méthode de ’énergie due a L.Tartar (voir
par exemple [65] ou [66]) en renormalisant par y = x/c et avec construction des couches limites
appropriées, voir par exemple [2] et [3].

Remarque 5. Une question qu'on peut se poser est quel est le lien entre K dans (6), (8) et M~!
dans (10), (12).

On a alors le résultat de continuité suivant (voir [1]). Si (x*,7") est 'unique solution de (7), en

. x i
renormalisant par y = — et en définissant avec A = a./e
£

X'Ly) =2 (A\y) et TN y) = r'(Ay)

alors (x*(X,y), 7 ()\,y)) converge faiblement lorsque A — 0 vers une combinaison linéaire des
(¥"(y),¢"(y)) dans H} (IR?\ Ys)* x L}, (IR*\ Ys) et de plus

lim M — K.

A—0

2.3 Effets non linéaires et loi de Forcheimer

La question se pose de savoir que va-t-il advenir lorsque ’écoulement a travers les pores devient suff-
isamment rapide pour voir agir, au niveau global, le terme inertiel (vV)v présent dans ’écoulement
au niveau microscopique.



Pour cela on ajoute dans le systéme (1) le terme non linéaire et on renormalise le nombre de
Reynolds pour pouvoir modéliser les effets inertiels d’un écoulement non lent:

peP Auf — (ufV)uf — Vpf + f =0
V-u=0 dans €., (14)
u*=0 sur [*=00Q°

[
Si on définit le nombre de Reynolds local R; = — puisque d’apres le paragraphe 2.1 ci-avant on
UE

a uf(x) = 2 P(v(x) + O(g)), on a alors ce nombre qui est de I'ordre:
R =37 (15)

v diam(2)
peb
Lecas 0 < B << 3/2, &< Ri<<1 etl<R,<<e ?conduit aune loi de Darcy classique

comme dans le cas 2.1; le terme non linéaire n’intervient alors pas dans le comportement global.
Cependant, comme on le verra ci-apres, si on considere < 3/2 mais suffisamment proche, on

peut voir apparaitre des effets inertiels au niveau global.

ce qui donne pour le nombre de Reynolds global R, = , Pordre de grandeur R, = ¢ °.

A. On commence par le cas ou  est proche de 3/2 tout en restant < 3/2 (voir [18] par exemple).
On obtient alors, en introduisant

() + Rev' (2, y)

V=v
16
‘ P = p(z) + Rep* (2, y) (16)
la loi globale
k k & ij or
Vi=V-eb= e K(f-VP)+ R > M| fi— 5
ij=1 L (17)
8P>
x| fi— 5] +O((R)?)
( 7 O

et la partie quadratique R:(f — VP, My(f — VP)) devient non négligeable des que R: est
proche de 1 c’est-a-dire lorsque [ est proche de 3/2; de plus le tenseur K est identique a
celui obtenu en (8) a partir de (7) et le tenseur de la partie quadratique M}, est défini par le
probleme auxiliaire

Ayw? - V- AT = _%[(Xivy)xj + (V)X et
V, w¥=0 dans Y \VYs

w9 =0 sur OYg (18)
(w9, AY) Y — périodiques
M :/ (WY (y).e)dy k=1,2,3 (19)
Y\¥s

ol x* et x’ sont définis par (7).
Les résultats de convergence sont alors dans H(Q, div) = {u € L*(Q)3;V -u € L*(Q)}

B. Si maintenant on considere le cas f = 3/2 dans (14) c’est-a-dire le cas ou R ~ O(1), R, =~
£73/2 on ne peut plus alors découpler les problemes auxiliaires locaux (en la variable y) des
problemes globaux en x et on ne peut pas avoir une seule loi au niveau global.

8



Par contre comme dans [17] on trouve
v(z) =k(-Vp+f) k:R— R

avec

ko) = [ w(a)dy (20)

ol w(«) est solution de

—Ayw(@)(y) + (W(@)H)Vy)w(@)(y) + Vyr(a)(y) = o et

w a)(y) =0 dans Y, (21)
w(@)(y) =0 sur 0Ys
(wa))ﬂ(a)) Y — périodiques

pour Ya € IR®. De plus cette fonction k(c) peut étre développée en série de Taylor, pour «
proche de 0 et donne alors:

k(o) = K(0)a + %k”(())(a, a)+ %k’”(())(a, 0 a) + ...

et d’apres (20) on a alors £'(0) = K (voir (8)) et £"”(0) = M (voir (19)).

La convergence (voir [17]) peut alors étre obtenue dans H(€2; div) grace a l'introduction de
couches limites.

Remarque 6. On peut aussi montrer (voir [17]) que si on met un parametre A mesurant 'importance
des termes inertiels c’est-a-dire dans (14) en renormalisant le terme inertiel sous la forme:

“AMu*V)u®, Xel0,1]

on a alors la fonction k(«) qui dépend aussi de A, et si on la note alors k(A, &), on montre alors que
lorsque A — 0

k(X a) = Ka.

2.4 Comportement de milieux poreux gonflants

Le passage du niveau microscopique (particules baignant dans une solution aqueuse) au niveau
mésoscopique (échantillon de roche) doit inclure en plus de I’écoulement le transport des électrolytes
et le champ electrique induit ainsi que la déformation des particules solides afin d’obtenir des lois
constitutives par exemple pour les argiles gonflantes. La dérivation des lois mésoscopiques (au
niveau d’un échantillon de roche) est dans ce cas beaucoup plus complexe et jusqu’a présent peu
de travaux mathématiques ont abordé ce probléme (voir par exemple [67] et [36]) en vue de valider
mathématiquement les modeles globaux purement phénoménologiques (comme ceux par exemple
obtenus dans [42]).

2.4.1 Modélisation au niveau microscopique

Au niveau microscopique, on a des particules solides (par exemple des cristaux de smectites) de
taille de ’ordre du micron entourées d’une solution aqueuse éventuellement mobile composée d’eau
(qui se comporte comme un fluide électroniquement neutre) et d’une solution d’électrolytes (par
exemple des cations Na' et des anions Cl7). Chaque particule solide a sa surface externe chargée
négativement par substitution isomorphe (par exemple Fe™ se substitue & Al™ dans les feuillets)

9



et de ce fait les cations dans la solution sont attirés vers les surfaces des particules, créant ainsi
autour des particules une couche de diffusion ionique (voir figure a). Une particule est formée d'un
empilement de feuillets (chacun d’epaisseur de 'ordre de 10 A°) séparés par des espaces interfoliaires
(constitué de couches de molécules d’eau d’épaisseur de l'ordre de 9 A°%). Dans le cas non saturé
il faudrait prendre en compte séparément les différentes couches (y compris 'eau interfoliaire).
Dans le cas saturé on considere que l’eau dans les couches interfoliaires (appelée eau adsorbée) ne
communique pas avec I’eau dans la solution aqueuse entourant les particules et chaque particule se
comporte comme un systeme fermé.

Dans la solution aqueuse €2, constituée d’eau (fluide electroniquement neutre) et d’electrolytes
(Cl~ et Na* provenant de la dissociation du sel), la présence de concentrations différentes n* et n—
(en anions Cl~, respectivement en cations Na™) crée un champ électrique F regit par I’équation de

Maxwell:
E=-V¢
g8V - E = ze(nt —n~) dans Q

(ze étant la charge ionique ponctuelle).
Le champ électrique E, ainsi crée, agit alors comme une force qui s’équilibre avec le déplacement
du fluide (vitesse v et p pression hydrodynamique de la solution aqueuse) suivant la loi de Stokes:

piAv —=Vp+qE =V -0;=0
Vv =0 dans {2

avec adherence a la paroi I' (interface solution aqueuse / particules).
Le flux de cations et anions est produit par la convection du fluide, une diffusion fickienne et
une diffusion provenant de la migration ionique :
+ +
on~ +oVnt =V (DFVnt) £ V- (D*5Ve) dans Q;
ot kT
avec imperméabilité chimique de la frontiere solide I'.
Le déplacement u de la phase solide (particules) se fait (élasticité linéaire) sous les effets du
fluide :
V-o,=0
0s = AV - ul + 2p,e(u) dans €

avec v = % et o -1 =0y -n sur l'interface I'.

La charge o sur la surface des particules solides est en équilibre avec le champ électrique dans le
fluide :
E%F -n=—0 sur T

et on a electroneutralité du mélange (sans que ceci ne soit le cas de chacun des composats pris
individuellement):

— [odar= [ qd0;.
r Qf

La dérivation des lois mésoscopiques a été étudiée dans des cas simplifiés (milieu saturé, fluide
monophasique, double-couche electrique monodimensionnelle, incompressibilité, ...) par différents

techniques, lois de mélanges thermodynamiques [14] ou [32], développement asymptotique périodique
[54] et [67].

2.4.2 Modele mésoscopique

Avec des hypotheses de périodicité, par exemple de période ¢, on peut alors utiliser les développements
asymptotiques et la moyenne spatiale sur le volume élémentaire se réduit a la moyenne sur la cellule

10



Y = Y, U Y} renormalisée (y = x/¢) notée ()y. Par identification des puissances de méme ordre
dans les dveloppements on obtient alors [54] le modele mésoscopique suivant.
Les grandeurs mésoscopiques sont :

0 = —ap), + Cye,(u’) — I

., contrainte poro-élastique de Terzaghi (22)

u®(x,t) = déplacement global des particules
o = coefficients de Biot des particules
19 = tenseur des contraintes physico-chimiques (incluant les contraintes de gonflement)
Cye.(u) = contraintes de contact
p% = pression de filtration du solvant (associée au potentiel chimique de I'eau)
C, = tenseur des coefficients d’élasticité global du solide
et
VD =—KV.p) — KyVanh! — K)Vnp, vitesse de filtration (23)

K = tenseur de perméabilité de la solution aqueuse
nJ[,O, nf,o = concentration apparente de cations, anions
K4y, Ky = tenseurs de perméabilité aux electrolytes.

Les lois de conservations globales correspondantes sont alors dans €2 tout entier :

_ 3%, O

0

(Vy - um)y (24)

ui;(z,y,t) = déplacement des particules induit par les effets physico-chimiques locaux

9 ;
a(/}/inﬁo) = Vm ' (Divmnﬁo) (25)

avec
Vi = (exp(:F%)»Yf = coeflicient global de distribution de Boltzman
* = coefficients de diffusion ions* / eau dépendant du potentiel électrique ¢°.
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3 Lois de filtration des fluides multiphasiques

Introduction

On présente dans ce qui suit les différents modeles utilisés pour décrire la filtration de fluides multi-
phasiques a travers des milieux poreux. Pour cela, on considére un cas idéal ou ’on a deux fluides ou
deux phases (eau et air, pétrole et eau, ...) que 'on supposera pour simplifier incompressibles dans
un milieu poreux incompressible. On supposera aussi, pour simplifier, que la saturation résiduelle
minimum en eau S = S, est nulle (S,, = 0) et que la saturation résiduelle maximale S = S); est

égale a 1; si ca n’est pas le cas alors le changement d’inconnue S = % ramene la saturation
entre [0, 1]. Les équations modélisant les écoulements des fluides misc{\f)les, ir?nportantes dans le cas
de la modélisation de transport de polluants seront déduites de celles du cas immiscible dans le
modele de Leverett.

Finalement, on explicitera dans un dernier paragraphe les liens existants entre les différentes
modélisations.

Les différents problemes de changement d’échelle macroscopique - mésoscopique (de 1’échelle du
laboratoire a 1’échelle du domaine; de ’échelle des données géologiques a 1’échelle des mailles de

calcul) sont présentés dans un chapitre de [43] joint en annexe.

3.1 Modele de Leverett de fluides immiscibles

Ce modele [47] utilise le concept de perméabilité relative supposant que chaque phase se comporte
suivant une loi de Darcy mais avec dépendance de la saturation. Dans chaque phase £ = o, 3 on a
donc un écoulement dont le débit est donné par

ge = —K(X) Ag(S) (Vpe — pegV2) (26)

ou

e K (X) est la perméabilité de la roche pour un quelconque écoulement monophasique (appelée
perméabilité absolue), dépendant éventuellement de la position X = (z,y, z) dans la nappe
ou le réservoir Q C IR?;

ky . . . .
o \e(S) = % est la mobilité relative de la phase & et k.¢(S) est la perméabilité relative de

la roche a I’écoulement de la phase & en présence de 'autre phase dans un pourcentage donné
par S la saturation de la phase mouillante (les courbes sont des données acquises généralement
par des mesures); /i et pe sont la viscosité et la densité de la phase &; g est 'intensité de la
gravité dans la direction (0,0, z).

La roche et les fluides étant incompressibles, I’accumulation est due uniquement a un changement
dans la saturation ce qui donne pour chaque phase £ = «, 3 la loi de conservation :
O(Sepe)

(X)) =27 + V- (pete) = fe, (X,1) € 2x]0, T (27)
ou f¢ est la densité massique de fluide & injecté ou produit et ¢(X) est la porosité de la roche au
point X, c’est-a-dire la fraction de volume accessible aux fluides.

Les inconnues étant la saturation S et la pression pe dans chaque phase on adjoint a (26) et
(27) deux autres équations de comportement, :

Sa+Ss=1 et ps—ps=F.(5) (28)

12



ou P.(S) est une courbe de Pression Capillaire caractérisant a la fois la roche et les fluides (donnée
par des mesures en laboratoire).

Historiquement, le modele ci-dessus fut introduit dans les années 40 par divers auteurs, comme
par exemple Wyckoff et Botset [68], Leverett [47] et [48] ou Muskat [56], essentiellement pour
modéliser la récupération assistée du pétrole par injection d’eau ou de gaz dans un gisement. Une
discussion des principes de ce modele peut étre trouvée par exemple dans [49], [64], [25] ou [37].
Plus tard il s’est avéré que ce méme modele est aussi utilisable pour modéliser les sols non saturés
en eau [52] et [53] afin de prendre en compte le mélange eau-air.

On peut avec certaines hypotheses simplificatrices (essentiellement en supposant une relation
entre la saturation et la tension superficielle) retrouver ce modele par passage a 1’échelle de la roche
comme dans le cas Stokes-Darcy, (voir par exemple : [10], [50], [51]).

Du point de vue mathématique ce modele a été assez bien étudié, voir par exemple [16], [25],
[7], [39]. Les deux équations de conservation (27) pour £ = «, 3 sont mal adaptées a une étude
mathématique ou numérique, puisque dans les zones ou S =1 k,3(1) = 0, donc I'équation de la
phase [ disparait et de méme dans les zones S = 0, k,o(0) = 0 et donc I’équation de la phase
« disparait. Du point de vue numérique, les codes de simulation de gisements pétroliers utilisent
plutot une formulation utilisant la pression capillaire (au lieu de la saturation) et la pression de
’huile pg.

En supposant pour simplifier que I'on néglige la gravité, si on regarde les diverses énergies
associées aux équations (26)—(27)on voit apparaitre une “énergie capillaire” associée a un opérateur

de type diffusion
S)Aﬁ(s) oP. 2
dX dt
/ f, K S + 509 35 V7

- / / |VS|2dth

T AavPa + ABvPﬁ
By = / / dX di
v 0 Q Aa + Ag ar

une “énergie visqueuse”

associée au “débit total”

gr = qa + 93 = —K(X)(AaVpa + AsVpp)

T
ECE/ /|qT|2dth
0 Q

Ces diverses énergies peuvent s’écrire comme des formes quadratiques grace a l'introduction
d’une “saturation potentielle” Z et d’'une “pression potentielle” P définies par:

Ag(s)  oP\"?
7 =
/ ( +Aﬂ() 5 )
AanaJrAngg

Aa—|—A5

qui permettent d’écrire I’“énergie capillaire” comme

/ / X)|VZ|2dXdt

t
_ 2
By _/0 /SZK(X)(AQ+A5)|VP| dX dt.

et finalement une énergie “cinétique”

VP =

et “I’énergie visqueuse”
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On se retrouve alors grace a 'introduction de ces nouvelles inconnues Z et P en face d’une formula-
tion en énergie plus facile a analyser du point de vue mathématique. Finalement, dans les inconnues
S et P les équations (26) et (27) deviennent alors :

S
¢ 5 V.(a(S)K(X)VS = b(S)qr — by(S)Vpy) = fa
V'QT - fa + fﬁ
ou b(S) est le débit relatif de «,

(29)

et py est le potentiel de gravité
1

Py = 5(pa + ps)g2.
Ces dernieres équations forment alors un systeme, quasi linéaire, parabolique—elliptique qui dégénere
pour S =0 ou S =1 car a(0) = a(l) = 0. Cependant cette forme se préte bien a un traitement
numérique par éléments finis mixtes ou par volume finis (voir par exemple [25], [37] ou [44]).
Remarque 7. Dans le cas ou la pression capillaire est négligeable (a(S) ~ 0) le systeme précédent
devient alors de type hyperbolique-elliptique pouvant exhiber des discontinuités de saturations :

S
=+ VF(S.p) = fa (30)

Vqr(S,p) = fotfs

avec F'(S,p) = —by(S)Vp, — b(S)gr.

Ce systeme sans pression capillaire appelé systeme de Buckley-Leverett, a aussi donné lieu a

une importante littérature (voir par exemple : [39], [41], [46]) tant du point de vue théorique que
numérique.
Remarque 8. Une des derniéres propriétés intéressantes du systeme (29) est de redonner le modele
gouvernant le transport de soluté par diffusion-convection, ou la filtration de deux fluides totalement
miscibles (dans un pourcentage ¢ appelé concentration) formant une seule phase qui filtre comme
un seul fluide. On peut alors montrer (voir [24]) qu’en choisissant de facon ad-hoc les parametres
et fonctions dans (27)-(29) en prenant dans (29) un seul fluide dont le débit est v on retombe bien
sur (31) avec D = D(X) :

V= — K(X) Vp
p(c) (31)

qﬁ% — V.(DVe¢) +v.Ve = —cv

ol ¢ est alors la concentration et ou la viscosité du mélange u(c) provient du mélange des deux
fluides de viscosité p, et 1.

Cependant la modélisation du transport de soluté comporte en plus un effet de dispersion hy-
drodynamique, c¢’est-a-dire que D = ¢d,, I + D(v) est la somme d’'un tenseur diagonal de diffusion
moléculaire d,,I et d’un tenseur de dispersion D dépendant du débit v. Ce tenseur de dispersion
peut étre déduit a partir du niveau miscroscopique par diverses méthodes de changement d’échelles
(voir par exemple : [9], [62], [30], [58]) et le terme de dispersion provient alors du terme convectif
dans 1’échelle miscroscopique supposé suffisamment important (nombre de Peclet macroscopique
~ O(1/e)) pour rester apres le changement de variable Y = X /e (voir par exemple le paragraphe
2.1) dans le probleme auxiliaire défini sur une cellule (cas périodique) ou sur tout IR* (pour le cas
stochastique).

Du fait de la partie convective qui est linéaire dans (31), les méthodes lagrangiennes ou de
caractéristiques sont particulierement bien adaptées et efficaces (voir par exemple : [8], [31], [34] et
37]).
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3.2 Modeéle de Muskat

Ce modele [55] décrivant la dynamique de la frontiére libre entre les deux fluides immmiscibles, fut
initialement dérivé par Muskat pour décrire 1’évolution du cone d’eau sous un puit de production
de pétrole.

Pour cela le réservoir est décomposé en deux domaines €, (¢) (qui est occupé par le fluide «) et
Qs(t) (occupé par le fluide ) séparés par une frontiere libre X(t).

Dans Q,(t) et Qg(t) on a les lois lois de conservation :

K,
V-Vo=V-|=—=V(Pa— pagz)| = fa dans Qu(t),

i, (32)
V-Vg=V- _N—BV(pﬂ —ppgz)| = fp dans €Qg(1).

Sur la frontiere ¥ entre les deux fluides (supposée continue) on a continuité des pressions (la pression
capillaire est supposée négligeable) et des flux a travers cet interface (¢) :

Pa = Pp
K(X K(X 33
Vo= —#V(pa ~ pag?) = —%V(m = ppgz) = Vg, sur X(1). )

Le mouvement de cette frontiere X(t) est caractérisé par sa vitesse normale V;, :
Va Vs
n = .
Pa(X) 7 9s(X)
On peut remarquer que ce dernier modele peut étre considéré comme un cas particulier du modele

précédent [25], en supposant que P.(S) = 0 et que ’on a des courbes de perméabilités relatives k¢
indépendantes de la localisation X, car alors (29) donne :

Va

n ; = normalea X. (34)

V-q:fa+f6 (35)
q=—K(X)(Aa(S) + As(5))V(p — p(S)g2)
et
6X) 224 5.Q(5) = -
B Aa(S)Ap(S) Ao(S)
QS) = _K(X)AQ(S) n /6\5(5) (Po = p3)g V2 + Aa(S) + A5(5)!

ou l'on a défini p = p, et S = 1 dans Q,,p = ps et S = 0 dans Qs (d’out le nom d’écoulement

“piston”) et ot on a pris K¢ = K(X)k.(S), Ae(S) = k—’Zg la mobilité de la phase £. La relation
de Rankine-Hugoniot qui donne la vitesse V; normale au front pour I’équation hyperbolique (36)

est alors, avec les conditions choisies pour p et S dans(35)-(36) :

9 ¢
d’apres les propriétés de monotonie des perméabilités relatives; ce qui n’est rien d’autre que I’équation
(34) du modele de Muskat.
Alors, la condition d’entropie, nécessaire pour avoir une solution unique et physiquement ac-
ceptable, est donnée par :

(Q(s) —sq).n <0 Vs €0,1], (38)

si ) est orientée de telle facon que S soit décroissant dans cette direction.
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3.3 Modéle de frontiere libre de Baiocchi

Ce modele fut introduit dans les années 70 par Baiocchi [11] pour modéliser la frontiere eau-air a
Iintérieur d’une digue poreuse; ce modele suppose ’eau incompressible et la frontiere 3, séparant
le domaine (2, envahi par I’eau du domaine €2z occupé par 'air, continue.

Dans le domaine €2, on a donc

v (5 V (5o - pagz)> - (39)

[0}

et dans le domaine {23 on a
Pp = Cte = Patm- (40)

Sur la frontiere libre séparant €, et {2z il y a continuité de la pression (la pression capillaire est
négligée) :

Pa=pg Sur X (41)
et la vitesse normale V;, de déplacement de ¥ est donnée par :
K,
——=V(Pa — pag?)
v, =—Fe X (42)

¢

ou 7 est la normale a la frontiere dirigée de 1’eau vers 'air.

Remarque 9. Si on compare les deux derniers modeles de frontiere libre, celui de Muskat et celui
de Baiocchi, on peut voir [25] que, formellement, ce dernier est la limite du précédent quand la
viscosité ug et la densité ps tendent vers zéro (comparer (32) et (39)-(40),(42) et (33)-(34)). On
peut aussi vérifier [25] que la condition d’entropie (38) du modele de Muskat est vérifiée dans le cas
ol le niveau d’eau est croissant.

Remarque 10. D’un point de vue mathématique ce probleme a été beaucoup étudié car, tant du
point de vue théorique que du point de vue numérique il se ramene grace a une transformation
ad-hoc, voir par exemple Baiocchi [11] ou Friedman-Torelli [38], & une équation variationnelle, (cas
stationnaire) ou a une inéquation variationnelle (cas instationnaire).

3.4 Modeéle de Richards

Ce modele a été initialement proposé [59], [60] pour étudier I’évolution de I’humidité dans un sol
non saturé, en vue d’applications agricoles. Il a été beaucoup étudié depuis les années 1950 (voir
par exemple Gilding-Peletier [40]) & la fois du point de vue théorique et numérique.

On peut suivant [52]-[53] montrer que ce modele est une approximation du modele de Leverett
en supposant I’eau et la roche incompressibles, les courbes de Pression capillaire et de Perméabilités
relatives indépendantes de X et finalement I’air restant a la pression atmosphérique.

Bien que cette derniere hypothese ne traduise pas la difficulté de I’air a s’échapper du sol, causant
en retour une infiltration d’eau en quantité moindre, cette approximation est encore tres populaire
particulierement en pédologie et agriculture, ceci essentiellement pour son écriture, a premiere vue,
assez proche du cas monophasique qui laisse croire, a tort, a la simplicité du traitement numérique
associé.

En effet la forme traditionnelle de 1’équation de Richards est :

%CH(FH) —AFH+% =0 (43)
ol
Cu(Fy) =0 = ¢S est I'inconnue principale
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K(0) est la conductivité hydraulique
0 d

Fy(0) = / KH(s)d—zf(s)ds est le potentiel de Kirchoff
¢

d
D(#) = KH(G)d—Qg(G) est la diffusivité

(@) est la suction. Pour apprécier la nature et les difficultés de ce modele on peut se ramener a
des grandeurs utilisées dans le modele de Leverett grace aux changements de fonction suivants :

Ko (S)

K(X) Pag = KH(9)7 kra(s)pag = R(S)a

Pc(S)/pag = ¥(0), ol « estla phase aqueuse et [ Iair.

K(X
En notant comme précédemment F, le potentiel de Kirchoff, ( )F(S) = Fy(0), (43) s’écrit :
oC(F K
w% - V. (M—{VF—km(C(F))}pasz> =0 (44)

ou la saturation S est I'inconnue principale et C' est la fonction réciproque de F'(S).

L’équation (44) est alors de type parabolique lorsque F' est < 0 (zone non saturée S < Sy, et
Pa < pg) et de type elliptique lorsque F' > 0 (zone saturée S = Sy et p, > pg,F(Sy) = 0,C(0) =
1 = C'te); dans le cas C(F) > 0, VF, (S > Sy > 0) 'équation (44) a une singularité pour F' = 0
mais par contre si on permet des zones séches (S = 0 = C(F,) alors C'(F) doit s’annuler pour
certaines valeurs de F,(F(0) = F,) ajoutant alors dans (44) des nouvelles singularités pour ces
valeurs F' = F,.

En s’ inspirant de [25] on présente ci-apres les correspondances entre ces diverses lois.

4 Transport par déplacement de fluides dans un milieu
poreux

4.1 Equation d’un déplacement miscible incompressible dans un milieu
poreux

Dans le domaine poreux concerné Q C IR | la concentration C' de I’espece chimique considérée dans
la phase liquide est régit par une équation de transport de masse :

as

oC
OR - + \GRC — V.($DVC) + veU + 5 =d'(C'=0) (45)
ou le débit volumique (vitesse de Darcy) est donné par
U = —KV(P = pgZ)/u(C) (46)
qui vérifie I’équation de conservation :
V.U = (47)

avec les conditions au bord de pression P et de concentration C' (Dirichlet, Neumann, mixtes) et
une condition initiale C(x,0) = C°(x),
R est un facteur de latence (Retard) dépendant du milieu poreux, par (z, ¢), dépendant de I'isotherme

régissant la réaction (dissolution précipitation) supposée a 1’équilibre (avec éventuellement K, =
coefficient de sorption ou de partition).
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L’évolution de la concentration S dans la phase solide de I’espece considérée en fonction de la con-

centration dans la phase liquide de la mme espeéce (réaction - sorption) est représentée par le terme
95,

Le taux de décroissance radioactive est A = %—2 (pour l'espece dont le demi-temps de vie est T'.)
La porosité est ¢; dont le tenseur de diffusion dispersion dépend de la vitesse de Darcy, D = d,,oI +
U E(U) + d E*(U)) ot Ej(U) = 1.#,E'(U) =1 — E(U) ; K est le tenseur de perméabilité de la
roche et p1 est la viscosité, pouvant dépendre de la concentration, p(C) = p(0)(1 + (M'/* —1)O)~*
avec M = 1(0)/u(1). La source ¢’ injecte un débit de fluide de concentration C”.

On a donc un systeme couplé d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Une des équations
étant elliptique (respectivement parabolique), pour la pression Pdu fluide, si les fluides sont incom-
pressibles (respectivement, compressibles) et autre est de type parabolique pour la concentration
d’une espece dans sa phase fluide. Ce systeme est compliqué par le fait qu’il peut étre couplé par
la loi reliant la viscosité a la concentration, et la dépendance du tenseur de dispersion en la vitesse
qui a priori n’est pas bornée.

Dans le cas incompressible ou il n’y a pas de réaction-sorption et ou de plus il n'y a pas de cou-
plage du a la dispersion et a la viscosité (% =0, R = R(z,p)), les deux équations se découplent
et conduisent aux régularités (et unicité) classiques [45]. Le cas sans réaction-sorption mais avec

couplage (Dispersion et viscosité) donne [28] I’existence d’une solution faible
(P,C) € (L®(0,T;V + @), L*(0,T;W + ¢c); 957 € L*(0,T; W*(U));
C(z,t) € [0,1] p.p.sur 2x]0, T[pour des conditions aux bords trés générales
V=W=HQ),WU)={seW:(DU)Vs,Vs) < +x}
si par exempleP = ¢,(z,t) et C' = ¢c(x,t) sur 002x]0,T).

Du point de vue numérique les méthodes d’éléments finis ont été appliquées et étudiées extensive-
ment pour le cas incompressible voir par exemple [33] et le cas faiblement compressible a été étudié
dans [35]. Dans le cas ou il y a réaction-sorption (%—f # 0, R(z,p,C, Ky, ...)) le splitting (c’est-a-
dire la résolution en deux demi pas de temps : le premier demi-pas de temps ou on actualise la
concentration en ne considérant que la partie transport, sans réaction, de (45) et le second demi-pas
de temps ou on rétablit “I’équilibre chimique” en résolvant uniquement la partie réaction) peut
poser probleme du point de vue numérique, voir par exemple [12].

4.2 Equation d’un transport d’especes par écoulement diphasique in-
compressible dans un milieu poreux

Le mélange eau-air caractérisant les milieux insaturés [52], [53] est un exemple d’écoulement diphasique
oll cette modélisation peut tre utilisée. Dans le domaine poreux Q C IR® on a pour chaque phase,
a = w (phase mouillante, eau par exemple), @ = n (phase non mouillante, air par exemple), une
équation de conservation :

@%(Pasa) + V.(pala) = pada (48)
oll Pu,Sa, U et g, sont respectivement la densité, la saturation, le débit volumique et la densité
de source volumique de la phase a. Le débit U, est donné par une loi de Darcy généralisée (non
linéaire) :

kro(z,Sa)

Ha

ol P,, jia et k.o sont respectivement la pression, la viscosité et la perméabilité relative de la phase
a. En addition les saturations sont reliées par

S,+S,=1 (50)

U,=-K (VP, — pag”Z), o = w,n, (49)
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et les deux vecteurs pressions sont reliés par une fonction donnée, appelée Pression Capillaire :
pc(Sw) = Pn - Pw- (51)

Le systeme (48)-(51) a été étudié extensivement du point de vue mathématique, voir par exemple
(7], [24], [25],[39], [6] et de nombreuses études numériques lui ont été consacrés compte tenu de
'application de cette modélisation a la récupération assistée du pétrole, voir par exemple [28], [37]
ou [25].

Avec ’écoulement des fluides spécifié comme ci-dessus, on peut maintenant ajouter I’équation
du transport d’un constituant chimique; ce constituant pouvant étre transporté dans chacune des
phases. Si C, dénote la concentration massique de la phase fluide du constituant dans la phase a,
alors on a dans chaque phase :

¢%(pa5aca) + V'(anaCa - d)paSaDaVCa) + d)rapasaca = Capa(ja; @ =n,w (52)
ou D,,r, et C,, sont respectivement le tenseur de diffusion-dispersion, le taux de réaction ou la
décroissance radioactive et la concentration injectée dans la source pour la phase «.. (D, donné pour
une formule analogue au cas monophasique dans chaque phase) En plus des couplages, les difficultés
ici sont liées a la dégénérescence des équations de saturation (k,q(S,) = 0 pour S, = 1); le nombre
d’équations n’est pas connu a priori a une place donnée du milieu poreux. Il est donc nécessaire
comme précédemment (voir la formulation des écoulements multiphasiques immiscibles) de réécrire
ces équations dans de nouvelles variables afin de pouvoir en faire une analyse mathématique. Pour
cela on définit dans chaque phase a = n, w les mobilités

kra bl [0
Aa(T,80) = Fra(@ 5a) (53)
[ha
et les débits fractionnels
fa(@,8) = Aa/ (A + An) (54)

ainsi que le débit total U = U, + U,, et la mobilité totale A = A\, + A,, en utilisant la notion de
pression réduite

o OP.
=P [ (f 55w, 5)ds (55)
et de pression complémentaire
s OP. a1
9_—A(Mh5;mwm&s_e. (56)

Sous I’hypothése d’incompressibilité, (48) devient ’équation de pression :

(49) donne
U=—-K(AVDp+7(Sy,Cy)) (58)
(48) et (49) donnent, en notant comme dans (55) et (56) S = S, et C' = C,, I’équation de saturation
/ 9S
i VAK(AVO + Ay VD +7,(S,C)} = qu (59)
ou
Uy =—K(AVO+ A\, V), + 7, (5, C)) (60)
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Uy = K(AVO — AV, + 7a(S, O)) (61)

En résumé, dans le cas incompressible, de (57) - (61) on obtient en notant
D(Sa Uwa Un) = ¢(Swa + SnDn) et R(S, Tw, rn) = QS(Swrw + Snrn)

le systeme d’équations

—VAK(A(S,C)Vp+71(S,0))} =q(S,0) (62)
qﬁ% CV{R(AS, C)VO + A(S, C)Vp + 7 (S, C))} = g (63)
5 aa—f LV AD(S, Uy, U)VC — UCY + R(S, 1, 74)C = Ci(S, C) (64)

avec les conditions au bord sur U, p et # et les conditions initiales
0(z,0) = 0°(x), C(x,0) = C°(z).

On a alors existence d’'une solution faible de (62) - (64), avec les hypotheses classiques sur les
coefficients et fonctions de régularité, positivité et de borne, (voir [28]).

(p,0,C) € L=(0,T; V + ¢p), L*(0,T; W + ¢g), L*(0,T; A(S, Uy, Uy,) + ¢c)

0S oC
%2 € 120, T, W%), ¢ 5 € L2(0, T; A*
¢ at G (07 bl )7 ¢ at G (07 bl )
O(x,t) € [0,0"(x)], C(x,t) €[0,1], p.p. sur Qx]0,7T]
avec par exemple V = H}(Q) = A=W et

(p7976)|39 = (Sopa ©0, SOC) ) A(Sa Uwa Un) = {C € A (D(Sa UUH Un)vca VC) < OO}

Du point de vue numérique, ce dernier modele a été étudié par exemple dans [26], [27], [29].

Remarque. Dans le cas du transport de multiespeces on a donc une équation du meéme type que

(52) associé a la concentration C,; de chaque espece ¢ (isotope ou élément) dans la phase « et
j=itk

éventuellement des filiations isotopiques (de la forme Z 74,:Ca.j, pour k “fils”) au lieu de simple
j=1

décroissance radioactive 74;Cy. ;.

Remarque. Il apparait dans le modele ci-dessus, (62) - (64), diverses échelles de temps:

¢L?
1Dl

oL
Ul

e un temps caractéristique de la diffusion, T =

e un temps caractéristique de la convection, Ty =

e un temps caractéristique de réaction, T = @
Si il y a plusieurs especes, on peut méme avoir, pour chaque parametre, diffusion - convection -
réaction, des temps caractéristiques de chaque espece T}, ; p.

Toutes ces échelles de temps ne sont pas forcement du méme ordre et peuvent necessiter des
problemes de stabilité pour le choix des pas de temps dans les simulations numériques.
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