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tend vers zéro
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Modèle Mathématique

1. Ecoulements monophasiques

• Lois de conservation de la masse

∂(φρ)

∂t
+ div(ρV) = ρQ

• φ - porosité du milieu φ = Volume du vide
Volume total

• ρ - densité du fluide

• V - vitesse de l’écoulement

• Q - terme source
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• Loi de Darcy - relation entre la vitesse V et la pression p

V = − 1

µ
(∇p + ρg∇z)

• µ - viscosité du fluide

• ρ - densité du fluide

• g - la gravité
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2. Ecoulements diphasiques

• Deux fluides non miscibles sont présents dans le
milieu (eau-air)

• La saturation Sα décrit localement la proportion du
fluide α,

Sα =
Volume occupé par le fluide α

Volume total

• ρ̃α masse volumique du fluide α
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• Loi de conservation de la masse

∂(φρ̃αSα)

∂t
+ div(ρ̃αVα) = ρ̃αQα

• Loi de Darcy généralisée

Vα = −krα

µα
(∇pα + ρ̃αg∇z)

• krα perméabilité relative de la phase α

• Les perméabilités relatives dépendent des saturations
Sα :
krα = krα(Sα)

• On a krα(0) = 0 et krα(1) = 1.

⇒ 2 équations à 4 inconnues Sa, Sw , pa, pw .
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• Les fluides sont considérés comme homogènes et incompressibles,
ce qui implique que les masses volumiques ρ̃w et ρ̃a sont
constantes.

•
Sα =

Volume occupé par le fluide α

Volume totale
⇒ Sa + Sw = 1

• Les pression des deux fluides pa et pw sont liées par la pression
capillaire

pa = pw + pc(Sw )
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• On pose Sw = u

• On substitue

? Sa = 1− u

? pa = pw + pc(u)

? krw (Sw ) = kw (u) et kra(Sa) = kra(1− u) = ka(u)

? µ = µa
µw

⇒ 2 équations à 2 inconnues u, p.
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• Allures des perméabilités relatives ka kw
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• On obtient le système

∂u
∂t − div

[
kw (u)(∇p + g∇z)

]
= Q1

∂(1− u)
∂t − div

[
ka(u)

µ

(
∇(p + pc(u)) + g∇z

)]
= Q2
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Le Problème étudié

• Sans gravité

Hypothèses

(H1) Ω, un domaine régulier borné de IRN ,

(H2) T > 0 est donné,
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(Pµ)



ut − div(kw (u)∇p) = fµ(c)s − fµ(u)s dans Ω× (0,T ) (1)

(1− u)t − div
(ka(u)

µ ∇(p + pc(u))
)

= (1− fµ(c))s − (1− fµ(u))s dans Ω× (0,T )

∇p.n = 0 sur ∂Ω× (0,T )

∇(p + pc(u)).n = 0 sur ∂Ω× (0,T )∫
Ω

p(x , t)dx = 0 dans (0,T )

u(x , 0) = u0(x) dans Ω

avec fµ(s) =
kw (s)

kw (s) +
ka(s)

µ

.
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Hypothèses

(H3) um ∈ (0, 1),

(H4) u0 ∈ L∞(Ω) et um ≤ u0 ≤ 1 p.p dans Ω,

(H5) s ∈ L2(Ω× (0,T )), s ≥ 0, s ∈ L2(Ω× (0,T )),

s ≥ 0 et

∫
Ω
(s(x)− s(x))dx = 0,
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Hypothèses

(H6) kw ∈ C 1([0, 1], IR), k ′w ≥ 0,
kw (0) = 0, kw (1) = 1 et kw (um) > 0,

(H7) ka ∈ C 1([0, 1], IR), k ′a ≤ 0,
ka(1) = 0, ka(0) = 1 et ka(s) > 0 ∀s ∈ [0, 1),

(H8) pc ∈ C 0([0, 1], IR) ∪ C 1([0, 1), IR), p′c < 0
et sups∈[0,1)(−ka(s)p

′
c(s)) < +∞,
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Résultats formels quand µ ↓ 0

uµ → u
pµ → p

fµ(s) → χ(s) :=

{
0 si s ∈ [0, 1)
1 si s = 1

(1) quand µ ↓ 0 donne

ut − div(kw (u)∇p) = χ(c)s − f̂ s

avec f̂ = limµ↓0(fµ(uµ)) tq 0 ≤ f̂ ≤ 1 .
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(2) quand µ ↓ 0 donne

ka(u) = 0 ou ∇(p + pc(u)) = 0

c’est à dire

u(x , t) = 1 ou p + pc(u) = Cste(t)
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Formellement, u satisfait le probleme limite suivant


ut = div

(
kw (u)∇p

)
+ χ(c)s̄ − f̂ s dans QT

∇u.n = 0 sur ∂Ω× (0,T )
u(x , 0) = u0(x) x ∈ Ω.
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Formulation de la forme de l’équation de Richards :

β(s) := (−pc)
−1(s) pour s < 1
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Pour u < 1 on pose

v := −pc(u) ⇔ u = (−pc)
−1(v) = β(v)

et
∇p = −∇pc(u) = ∇v

⇒ v est solution faible de


β(v)t = div

(
kw (β(v))∇v

)
+ χ(c)s̄ − f̂ s dans QT

∇β(v).n = 0 sur ∂Ω× (0,T )
β(v)(x , 0) = u0(x) x ∈ Ω,
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Résultats rigoureux

Théorème Il existe (u, p, f̂ ) et une sous suite ((uµn , pµn))n∈N de
solution faible du Problème (Pµn) tq

u ∈ L∞(QT ), 0 ≤ u ≤ 1,

f̂ ∈ L∞(QT ), 0 ≤ f̂ ≤ 1,
p ∈ L2(0,T ;H1(Ω)),

et quand µn ↓ 0

(uµn)n∈N tend vers u fortement dans L2(QT ),
(pµn)n∈N tend vers p faiblement dans L2(0,T ;H1(Ω)).
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(u, p) satisfait∫ T

0

∫
Ω

uϕtdxdt −
∫

Ω
u0(x)ϕ(x , 0)dx =

∫ T

0

∫
Ω

kw (u)∇p.∇ϕdxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

(
χ(c)s − f̂ s

)
ϕdxdt

(1)

∀ϕ ∈ C avec f̂ limite faible * de fµ(uµ). De plus on a∫ T

0

∫
Ω

ka(u)

[
∇p +∇pc(u)

]2

dxdt = 0 (2)

et ∫
Ω

p(x , t)dx = 0 pour presque tout t ∈ (0,T ). (3)

Remarque f̂ n’est pas complètement déterminée
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Corollaire On suppose que u < 1 dans un ouvert O de QT et que
u = 1 dans QT \ O

                                 Ωt

U<1                                        

                                                                                                        U=1
f = 0

alors pour tout t ∈ [0,T ]

p(x , t) = −pc(u(x , t)) + constante(t), pour tout x ∈ Ωt

et u satisfait
ut = −div

(
kw (u)∇pc(u)

)
+ χ(c)s̄ dans O

∂u
∂n = 0 sur ∂O ∩ ∂Ω× [0,T ]

u = 1 sur ∂O
u(x , 0) = u0(x)
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Plan de la preuve

I Régularisation du Problème Pµ
δ

I Existence de Solutions régulières

I Estimations à priori en continu

I Passage à la limite quand δ tend vers 0 puis quand µ tend
vers 0
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Plan de la preuve

I Régularisation du Problème Pµ
δ

I Existence de Solutions régulières
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On définit

g(s) =

∫ s

0
ka(τ)p′c(τ)dτ , ∀s ∈ [0, 1],

• g est strictement décroissante sur [0, 1] lipschitzienne de rapport
Lg .
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(Pµ
δ )



ut − div(kw (u)∇p) = fµ(c)sδ − fµ(u)

(
sδ +

∫
−(sδ − sδ)dx

)

(1− u)t − div
(ka(u)

µ ∇(p + pc(u))
)

= (1− fµ(c))s

−(1− fµ(u))

(
sδ +

∫
−(sδ − sδ)dx

)
∇p.n = 0 sur ∂Ω× (0,T )

∇(p + pc(u)).n = 0 sur ∂Ω× (0,T )∫
Ω

p(x , t)dx = 0 dans (0,T )

u(x , 0) = uδ
0(x) dans Ω

uδ
0, cδ, sδ et sδ tendent u0, c , s et s dans L2 quand δ ↓ 0.
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Théorème : Il existe (uµ
δ , pµ

δ ) solution régulière de (Pµ
δ ) et

um ≤ uµ
δ (x , t) ≤ 1, for all (x , t) ∈ Ω× (0,T ).

Preuve : basée sur un théorème de point fixe
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Corollaire Pour tout (x , t) ∈ Ω× (0,T )

0 = fµ(0) ≤ fµ(uµ
δ (x , t)) ≤ 1 = fµ(1)

0 ≤ kw (uµ
δ (x , t)), ka(u

µ
δ (x , t)) ≤ 1,

0 < α ≤ kw (uµ
δ (x , t)) + 1

µka(u
µ
δ (x , t))

pc(u
µ
δ (x , t)) borné.
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Lemme : Estimations à priori∫ T

0

∫
Ω

ka(u
µ
δ )(x , t)

(
∇pµ

δ +∇pc(u
µ
δ )

)2
(x , t)dxdt ≤ Cµ,

∫ T

0

∫
Ω
|∇pµ

δ |
2(x , t)dxdt ≤ C

et ∫ T

0

∫
Ω
|∇g(uµ

δ )|2(x , t)dxdt ≤ C .

Remarque Estimations indépendantes de δ
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Corollaire : Translation en espace de g(uµ
δ )∫ T

0

∫
Ωr

(
g(uµ

δ (x + ξ, t))− g(uµ
δ )(x , t)

)2
(x , t)dxdt ≤ Cξ2,

avec ξ ∈ IRN et ‖ξ‖ ≤ 2r .

Lemme : Translation en temps de g(uµ
δ )∫ T−τ

0

∫
Ω

[
g(uµ

δ (x , t + τ))− g(uµ
δ (x , t))

]2
(x , t)dxdt ≤ Cτ,

pour tout τ ∈ (0,T ).
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Lemme : Solution faible de (Pµ) Sous les hypothèses
(H1)− (H9) il existe une solution faible (uµ, pµ) du Problème (Pµ)
satisfaisant

um ≤ uµ(x , t) ≤ 1, for all (x , t) ∈ Ω× (0,T ).

et ∫ T

0

∫
Ω

ka(u
µ)(x , t)

(
∇pµ +∇pc(u

µ)
)2

(x , t)dxdt ≤ Cµ,

∫ T

0

∫
Ω
|∇pµ|2(x , t)dxdt ≤ C

et ∫ T

0

∫
Ω
|∇g(uµ)|2(x , t)dxdt ≤ C .
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Preuve du Théorème de convergence :

•Estimations à priori du Lemme précédent sur (uµ, pµ)

•Translation en espace g(uµ)∫ T

0

∫
Ωr

(
g(uµ(x + ξ, t))− g(uµ)(x , t)

)2
(x , t)dxdt ≤ Cξ2,

avec ξ ∈ IRN et ‖ξ‖ ≤ 2r .

•Translation en temps de g(uµ)∫ T−τ

0

∫
Ω

[
g(uµ(x , t+τ))−g(uµ(x , t))

]2
(x , t)dxdt ≤ Cτ, ∀τ ∈ (0,T ).

⇒ la convergence quand µ ↓ 0
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Passage à la limite Il existe une sous suite (µn) tel que
lorsque µn ↓ 0

(g(uµn))n∈N → g̃ dans L2(Ω× (0,T ))

⇒ (uµn)n∈N → g−1(g̃) =: u dans L2(Ω× (0,T ))

(pµn)n∈N ⇀ p dans L2(0,T ;H1(Ω))

(fµ(uµn))n∈N ⇀∗ f̂ dans L∞(Ω× (0,T ))
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χ

{
[0, 1] → {0, 1}
s 7→ χ(s) = 0 si s 6= 1 et χ(1) = 1

∫
QT

[
uµφt − kw (uµ)∇pµ.∇φ

]
dxdt +

∫
QT

(
fµ(c)s − fµ(uµ)s

)
φdxdt

+

∫
Ω

u0(x)φ(x , 0)dx = 0,

quand µ ↓ 0

∫
QT

[
uφt − kw (u)∇p.∇φ

]
dxdt +

∫
QT

(
χ(c)s − f̂ s

)
φdxdt

+

∫
Ω

u0(x)φ(x , 0)dx = 0,

pour tout φ ∈ C∞(Ω× (0,T )) telle que φ(.,T ) = 0.
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De plus de∫ T

0

∫
Ω

ka(u
µ)(x , t)

(
∇pµ +∇pc(u

µ)
)2

(x , t)dxdt ≤ Cµ,

on déduit quand µ ↓ 0∫
QT

ka(u)
[
∇p +∇pc(u)]2

]
dxdt = 0.
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Simulations numériques en dimension 1

ut = ∂x

(
kw (u)∂xp

)
+ fµ(c)s − fµ(u)s (4)

(1− u)t = ∂x

(
1
µka(u)∂x(p + pc(u))

)
+ (1− fµ(c))s − (1− fµ(u))s

En sommant :

∂xp = − ka(u)

ka(u) + µkw (u)
∂x(pc(u)). (5)

Ce qui dans (4) donne

ut = −∂x

[
kw (u)ka(u)

ka(u) + µkw (u)
∂x(pc(u))

]
+ fµ(c)s − fµ(u)s. (6)

Et de (5) on déduit

p(x , t) = −R(u)(x , t) +

∫ 1

0
R(u)(y , t)dy
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Soit N et K deux entiers. (tn)n∈[0,N+1] subdivision de [0,T ] de

pas T
N + 1 et (xk)k∈[0,K+1] subdivision de [0, 1] de pas 1

K + 1.

ut = −∂x

[
kw (u)ka(u)

ka(u) + µkw (u)
∂x(pc(u))

]
+ fµ(c)s − fµ(u)s.

N + 1

T

(
Un+1

i − Un
i

)
=

−
(

pc(U
n
i+1)− pc(U

n
i )

)
(L + 1)

kw (Un
i+1)ka(U

n
i )

µkw (Un
i+1) + ka(U

n
i )

+

(
pc(U

n
i )− pc(U

n
i−1)

)
(L + 1)

kw (Un
i )ka(U

n
i−1)

µkw (Un
i ) + ka(U

n
i−1)

+fµ(Cn
i )S

n
i − fµ(Un

i )Sn
i
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p(x , t) = −R(u)(x , t) +

∫ 1

0
R(u)(y , t)dy

Pn+1
i = −R(Un+1

i ) +
1

N + 1
ΣN+1

i=1 R(Un+1
i )

et

(Pg )n+1
i = −R(Un+1

i ) +
1

N + 1
ΣN+1

i=1 R(Un+1
i ) + pc(U

n+1
i )
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Test 1: Injection en 0, Extraction en 1
Condition initiale :
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A t = 0, 03
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A t = 0, 5

0.4

0.7

0.3

0.50.40.3 0.8 0.9

0.1

0.2

0.6 1.00.20.10.0

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0.0

A t = 6

0.5

0.7

0.6

0.50.40.3 0.8 0.90.10.0 0.6 1.0

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-0.1
0.2
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A t = 10
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Test 2: Injection en 1/5 extraction en 4/5 et Condition initiale :
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A t = 0, 5
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