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Modele Mathématique

1. Ecoulements monophasiques

e Lois de conservation de la masse

KO) 4 div(ov) = Q

Volume du vide
Volume total

e ¢ - porosité du milieu ¢ =

p - densité du fluide

e V - vitesse de |I'écoulement

Q@ - terme source

R. EYMARD, M. HENRY, D. HILHORST Limite singuliére d’un écoulement diphasique en milieu po



e Loi de Darcy - relation entre la vitesse V et la pression p
1
V= —;(Vp +pgVz)

e i - viscosité du fluide
e p - densité du fluide

o g - la gravité
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2. Ecoulements diphasiques

e Deux fluides non miscibles sont présents dans le
milieu (eau-air)

e La saturation S, décrit localement la proportion du
fluide «,

Volume occupé par le fluide «

Sa =

Volume total

e j, masse volumique du fluide «
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e Loi de conservation de la masse

(PpaSa)

ot + div(faVa) = paQa

e Loi de Darcy généralisée

kra o
Vo =— (vPa + pagvz)

a

o k., perméabilité relative de la phase «

e Les perméabilités relatives dépendent des saturations
Sa :
kra — kra(sa)

e On a k(0) =0 et k(1) =1.

= 2 équations a 4 inconnues S, Sy, Pa, Pw-
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e Les fluides sont considérés comme homogenes et incompressibles,
ce qui implique que les masses volumiques g, et p, sont
constantes.

Volume occupé par le fluide «

S, = - S, 4+ S, =1

Volume totale

e Les pression des deux fluides p, et p,, sont liées par la pression
capillaire
Pa = Pw + pC(SW)
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e On pose S, = u

e On substitue
* S,=1—u
* Pa = Pw + pc(u)
* ke (Sw) = kw(u) et ka(Sa) = kra(1 — u) = ka(u)

= 2 équations a 2 inconnues u, p.
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e Allures des perméabilités relatives k., k,,
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e On obtient le systeme

% — div [kW(U)(VP + sz)} =G

w — div {’ﬂs") <V(p + pe(u)) + sz)] = G
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Le Probleme étudié

e Sans gravité

Hypotheses

(H1) €, un domaine régulier borné de R",

(H2) T >0 est donné,
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us — div(ky (u)Vp) = f,(c)s — fu(u)s dans Q x (0, T) (1)

=1—-1f(c))s—(1—"f(u)s dansQx(0,T)

(PMy{ Vp.n=0 sur 9Q x (0, T)
V(p+ pc(u)).n=0 sur 92 x (0, T)
/Q p(x, £)dx = 0 dans (0, T)
u(x,0) = up(x) dans Q
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Hypotheses

(H3) um€(0,1),
(Ha) wp € L*(Q) et um < up <1 p.p dans Q,

(Hs) s5€L?(Q2x(0,T)), >0, scl?(Qx(0,T)),
s>0et /Q(s(x) ~ s(x))dx = 0,
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Hypotheses

(Hﬁ) kW € Cl([0¢ 1]>R)a k\iv > 07
K (0) = 0, k(1) =1 et ky(um) >0,

(H7) ka € Cl([07 1]7 R)7 k; < 07
ko(1) = 0, ka(0) = 1 et ky(s) >0 Vs € [0, 1),

(M) pc € CO([0,1],R)U CY([0.1),R), p, <0
et supscio,1)(—ka(s)pc(s)) < +oo,
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Résultats formels quand p | 0

ut — u
pt—p

() — x(s) = { 0 sscl)

(1) quand g | 0 donne

ur — div(ky(u)Vp) = x(c)5 — s

avec f = limy,10(fu(ut)) tq 0 < F<1.
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(2) quand p | 0 donne

ka(u) =0 ou V(p+ pc(u)) =0

c'est a dire

u(x,t) =1ou p+ pc(u) = Cste(t)
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Formellement, u satisfait le probleme limite suivant

up = div kW(u)Vp> +x(c)5—fs  dans Qt

Vun=0 sur 0Q x (0, T)
u(x,0) = uo(x) x € Q.
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Formulation de la forme de I’équation de Richards :

8(s) = (—pc)~X(s) pour s < 1
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Pour u < 1 on pose
vi=—pe(u) & u=(-pc) H(v) = H(v)

et
Vp=—-Vpc(u) =Vv

= v est solution faible de

B(v)e = div <kw(/3(v))Vv> +x(c)s—Ffs  dans Qr

V3(v).n=0 sur 002 x (0, T)
B(v)(x,0) = up(x) x €9,

R. EYMARD, M. HENRY, D. HILHORST Limite singuliére d’un écoulement diphasique en milieu po



Résultats rigoureux
Théoreme Il existe (u, p, f) et une sous suite ((u#", p"")) ey de
solution faible du Probleme (P#") tq

l;\le LOO(QT)a
feLeQr),

et quand pu, | 0

(utn)pen tend vers u fortement dans L2(QT),
(P*)nen tend vers p faiblement dans L2(0, T; H(Q)).

en milieu po
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(u, p) satisfait

T
/ / updxdt —/ up(x)p(x, 0)dx —/ / u)Vp.Vpdxdt
0 Q Q
—/ / <X(c)s— ?s) pdxdt
0 Q

Vg € C avec f limite faible * de f,(u*). De plus on a

/ / [Vp + Vpe(u )] 2dxdt =0 (2)

/ p(x, t)dx = 0 pour presque tout t € (0, T). (3)
Q

(1)

et

Remarque f n’est pas complétement déterminée
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Corollaire On suppose que u < 1 dans un ouvert O de Q7 et que
u=1dans Q7 \ O

alors pour tout t € [0, T]

p(x,t) = —pc(u(x, t)) + constante(t), pour tout x € Q;
et u satisfait
up = —div(kw(u)Vpc(u)) +x(c)s  dans O

ou _ sur 00 NI x [0, T]
sur 00

en milieu po
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Plan de la preuve

Régularisation du Probleme Pg

>

» Existence de Solutions réguliéres
» Estimations a priori en continu
>

Passage a la limite quand ¢ tend vers 0 puis quand p tend
vers 0
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On définit

g(s)—/: ko(F)pL(r)d7, s € [0,1],

e g est strictement décroissante sur [0, 1] lipschitzienne de rapport
Lg.
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e vl (0)7) = ()55 — 1) (55-+ [ (55~ s0)ox)

(1= e = div (% (p 4 po(w) = (1 - fu(c))s

~ = ) s+ s - ek

(P§) Vp.n=0 sur 9Q x (0, T)
V(p+ pc(u)).n=0 sur 902 x (0, T)
/Q p(x, t)dx = 0 dans (0, T)
u(x,0) = uj(x) dans Q

ud, cs5, S5 et s; tendent ug, ¢, 5 et s dans L2 quand § | 0.
0 €5 56 5 q
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Théoreme : Il existe (uf, p§’) solution réguliere de (P%) et

um < uf(x,t) <1, forall (x,t) € 2 x (0, T).

Preuve : basée sur un théoreme de point fixe
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Corollaire Pour tout (x,t) € Q2 x (0, T)

0 < kw(uf(x,t)), ka(ul(x,t

~—

~—
IN
[y

0 < o < ky(uf (x, t))+ ko (uf (x, 1))

pe(uf (x, t)) borné.
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Lemme : Estimations a priori

-
/0 /Q ka(uf)(x, 1) (VPS5 + Vpc(ug))2(x, t)dxdt < Cp,

/ /|Vp (x, t)dxdt < C

-
/ / (Vg (uh)*(x, t)dxdt < C.
0 Q

et

Remarque Estimations indépendantes de §
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. . . s
Corollaire : Translation en espace de g(uy)

/ / (! (x + £, 1)) — g(ul)(x, 1)) (x, t)dxdt < CE2,

avec £ € RV et ||¢|| < 2r.

Lemme : Translation en temps de g(uj)

T—71
/ / (x, t 4+ 7)) — g (x, )] 2(x, t)dxdt < Cr,

pour tout 7 € (0, T).
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Lemme : Solution faible de (P*) Sous les hypotheses
(H1) — (Hy) il existe une solution faible (u*, p*) du Probleme (PH)
satisfaisant

um < ub(x,t) <1, forall (x,t) € 2 x (0, T).

et

T
/0 /Q ka(u")(x, t)(VpH + Vpc(u“))2(x, t)dxdt < Cp,

;
/ /|Vp“|2(x, t)dxdt < C
0 Q

/T/ Vg (uh))?(x, t)dxdt < C.
0 Q

et
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Preuve du Théoreme de convergence :

eEstimations a priori du Lemme précédent sur (u”, p/)

eTranslation en espace g(u")

/ / (vH(x+ &, 1)) — g(ut)(x, t))z(x, t)dxdt < C&2,

avec £ € RN et ||¢|| < 2r.

eTranslation en temps de g(u*)

T—7
/ /Q [g(u"(x, t47))—g(u"(x, 1))]*(x. )dxdt < Cr, ¥ € (0, T).

= la convergence quand ;. | 0
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Passage a la limite |l existe une sous suite (u,) tel que
lorsque p, | O

(g(uh"))nen — & dans L2(Q x (0, T))

= (U"")nen — g71(&) =t u dans L2(Q x (0, 7))

(P#")nen — p dans [2(0, T; HY(Q))

(Fu(u))nen —* F dans L>(Q x (0, T))
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[0,1] —{0,1}
X{ s — x(s)=0sis#1letx(l)=1

/ (WP dr — ko (uF)V PV 6] dxdt + / (£.(c)5 — £, (u")s) daxdt
QT

QT

i /Q uo(x)(x, 0)dx = 0,

quand | O

/ [ude — ku(u)Vp. V] dxdt +/ (x(c)s — ?g)gbdxdt
QT Q

T

—f—/Quo(x)gb(x, 0)dx =0,

pour tout ¢ € C>(Q x (0, T)) telle que ¢(., T) = 0.
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De plus de

/ / (x, £) (V9" + Vpe(u))(x, t)dxdt < Ci,

on déduit quand i | O

/Q ka(u)[Vp + Vpe(u))?] dxdt = 0.
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Simulations numériques en dimension 1

ur = Ox (kw(u)8Xp> + f,(c)s — fu(u)s (4)

(1= u)e = 0 Bha(0u(p + pelu)) + (1= ()5 (1~ Fulw)s
En sommant :

Oxp = — Ox(pc(u)). (5)

Ce qui dans (4) donne

v [ kw (u)ka(u)
' " Lka(u) + ek (u)
Et de (5) on déduit

ax(pc(u))} + fu(c)s —fu(u)s. (6)

1
p(x, t) = ~R(u)(x, 1) + /0 R(u)(y. t)dy
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Soit N et K deux entiers. (t"),c[o,n+1] Subdivision de [0, T] de

pas NL—H et (x“)kefo.k+1) subdivision de [0,1] de pas %ﬂ

Y REROIE
t . ka(u) + pkw(u)

N+t <U."+1 — U.ﬂ) =

Ou(pelu)| + (e - s

T

) o )ka(U7)

‘<p¢( 1) = pe(U7) ) (L+1)5 ,:11)+ka(u,-">
UMk (U )

*(”"‘( >L+1uk UM + k(U )

+,(CMS] — £.(UD)S
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1
p(x, t) = ~R(u)(x, 1) + /0 R(u)(y. t)dy

n+1 n+1 N+1 n+1

et

(Pg)i ™ = —R(UM) + TEIRUTT) + pe(UH)

N+1
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Test 1: Injection en 0, Extraction en 1
Condition initiale :
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At=0,03

At=0,06
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At=6
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Test 2: Injection en 1/5 extraction en 4/5 et Condition initiale :

R I S S S S
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’ \‘ ‘\
o] | |
| |
| |
. | |
| |
. | |
| |
At=0,5

At=6
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