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La dispersion de Taylor... encore !
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Un résultat de G.I. Taylor

vl
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Un résultat de G.I. Taylor

vl

Le modele "exact" : dans (0, o0) x (0, ¢)

otcc+v,-Ve.— DAc. =0.

Le modéle " moyenné équivalent " de Taylor : dans (0, )

2 2
9 (c) + (v) dx(c) — D(1 + 645;22 ) 82 (c) = 0.




Notre modele

vl

X

Les équations :
{(x*,y*): 0 < x* < +o0, |y*| < H}

OpC* + v¥(y)ox-c* — D* A,c* = 0.

— concentration : ¢*
— vitesse (Poiseuille) : v*(y) = Q*(1 — (y/H)?)
— diffusion moléculaire : D*



Les conditions aux bords :

Réaction sur la paroi {(x*,y*) : 0 < x* < 400, |y*| = H}
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Les conditions aux bords :

Réaction sur la paroi {(x*,y*) : 0 < x* < 400, |y*| = H}

—D* 0y« " = 0t Cs = KeOpC™.

— constante caractéristique de I'équilibre d’adsorption (linéaire
ici) : Ke

Infiltration en x = 0 (cond. au bord type Danckwerts):

q(y*)cf, pour 0 < t* <t}

~Doct+qly)e _{ 0, pour t > t.



Adimensionalisation
Valeurs de référence :

C*
= — = —, = =, = =, :7702 .
=g X= Y=t 9=, Dr

Equation adimensionalisée : dans (0, c0) x (0, 1)

QrTr
Lr

DgrTg DgpTg
Q(1 - y2)6XC - T%Da)%(c — H2 Dﬁﬁyc =0.

oiC +
Trois temps et deux nombres caractéristiques :

T, = Lgr/Qg tps longitudinal caractéristique,

Tr = H?/Dg tps transversal caractéristique,

Tc = LrKe/HQR tps caractéristique de réaction en surface,

Pe = (LgrQRr)/Dr nombre de Péclet,

Da = (LgH)/Dr nombre de Damkohler.




Choix d’échelle

Pe = ¢ .

0rc + Q1 — y?)0xC* = De®0%,c° + De® 205, ¢,
—De* 20y ¢,y = Korc?,
CE(Xv.y: O) = 07

Q1 — y?)c;, si 0<t<t

_Deaaxcle)(:o + 0(1 - yz)Cfxzo = { O S| t > tO

dyCly—o = 0.

vl

X

{ x € (0, +00),
y €(0,1),

tece(0 T



Modele effectif

(EFF)
oC +

2
3(1 +K)

X 20
—De®0xC|x=0 + ?(Clxzo — CrXt<t,) = 0, Cli=0 = 0,

[ Oxc € L2((0,+0o0) x (0, T)),

avec

L8 QP op, A K(TK+2) 55,
945 D 135D (1 + K)2 '

(correspond au résultat de Taylor pour K = 0, i.e., pas de
chimie)

b=bD




0rc” + Q1 — y?)oxc = De®9%,c° + De* 297, ¢,
—De* 20y cl,_y = Korc?,
CE(vav 0) = 07

Q1 — y?)c;, si 0<t<ty

—De*OxCly_o + Q1 — ¥y?)Clymg = { 0 si t> b

dyc,_o = 0.Si

Les données de Taylor correspondenta o« = 1.7 and o« = 1.9




Estimations d’erreur

Théoréme
Soit a > 1. Soit ¢; € C5°(0, T).

e = Clle(o, 1:L2((0,00) x (0,1))) < Ce& 7,

||ayCEHc([o77'];L2((07OO)X(071))) < C€3—3a/2’

10x (€ =€) lleqjo, 77:02((0,00) % (0,1))) < Ce2 30/,



Estimations d’erreur : " données mal préparées

discontinuité de contact due a ¢(0) # 0

Théoreme

Soit a > 1. Soit ¢; € W'>(R_.), & support compact dans
[0, +00), mais tel que c¢(0) # 0.

Alors pour 1 < r < +o0,

H/Ot(cf —c) dt

0<do<1/4,r(1-9)<1.
a &

527017015

i

<
L(R4;L2(0,1))
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Les choses sérieuses

0rc” + Q1 — y?)oxc” = De®9%,¢° + De* 297, ¢,
—De* 29y ¢,y = Korc?,
CE(XJG O) = 07
e € 2\ A€ . 0(1—}/2)0,‘, Si O<t<ty



Transformée de Laplace

Pour f € L] (R)tq f(t)=0sit<0et|f(t)] < AeX qdt — +oo,

loc

H(r) = / f(te ™ dt, r—¢+ineC.
0



Le probléme dans I'espace de Laplace

L£¢=7C+ Q1 = y2)0uC — De (93¢ + € 202,0).

La transformée de la concentration &€ est solution de :
LC=0 dans (0,+) x (0,1)
—De*0x8fy_o + Q1 — ¥?)Eimg = Q1 — y?)&y,

a—29 ~ _ ~e€
—De 8yC|6y:1(X, 1,7)= KTC\y:r



Un premier raisonnement, simple et faux...

Supposons : PM = MP.

Moyenne du probleme précédent :

La concentration " moyenne "cé’e”(x, 7) satisfait

2
(1 + K)res® + faxcgﬁe” = e*DA,cy®" dans (0,+o0),

dxcs® € [2((0, +00)),

2 2Q ,
Scé’eff = —ch, en x =0.

—Dﬁaaxcéyeff + 3



70+ QOxl = vDd2, 0 dans R, x {Re(r) > 0},
Oxl € L2(Ry), Re(r)>0,
—yDo i1+ Q= Qg en x=0.

» Probléme 1D, diffusion-convection donnée, cond. bord
Danckwerts.

» Solution explicite !
» Estimation d’erreur en ¢'—2/2.



Lintuition du développement asymptotique

¢ = co(xi€) + 7 Ci (X, yi€) + ECep(x, yie) -



Lintuition du développement asymptotique : modele
effectif ?

4
X:€) +€2—a9<L AN £M>3X

K /1 K y?
2—a™ (T oy .
e <6+3(1 TK) 5 ) reolxie)

ol ¢y € H'(Q) est solution du probléme

(1+K)rep + @axco —e*Dd2,co =0 dans (0, +00),

i 2 2Q,
—De 8)(00"'?00: ?Cf enXZO,
avec
2 2
D=D+ ig 2(1—a) 4Q K(7K + 2) 62(1—04).

945 D € 135D (1 + K)2



Solution analytique du probléme effectif

Diffusion-convection, 1D, cond. bord type Danckwerts "
perturbée ".

70+ QOxl = yDO2, 01 dans R, x {Re(r) > 0},
Oxl € L2(Ry), Re(r)>0,
—y(D +6)ox0+ Q= Qg en x =0.

Solution explicite :

Q- V@2 + 4")/7'DX

e 2yD a(r).

2DQ
(V@ +4yrD+ Q)(D+6) —2Q5

a(x, 1)




Propriétés de la solution explicite

Proposition

VCIQ(T)\_ il
P((0400)) ~ | &P Q+~D|r|

gexp{—%}—ﬁ V1 < p < +o0.



Propriétés de la solution explicite

Proposition

Clg(n)l _ I|

- =, V1< p<+oo.
LP((04o0)) — | £&'/P Q++Di7| P

N TX N
exp{——=1}-u
gexp{ Q}

Corollaire
Supposons g € C5°(R.). Alors

X
|u—g(t- 5)“6(R+;LP(R+)) <Cvy, 1<p<—+oo.

Sig € Wh>(R,) mais g(0) # 0, alors

X _
Ju—g(t- 6>HL’(R+;LP(R+)) <Gy

1<p,r<+o0,0<d<1,r(1-9)<1.



18( Tl 2((0,400)) < NGE

|0xU(-,7) |x=0 | <

Clo(r)|

Clg(7)|

Clrg(r)l
1+’

7[>

10X EC )| 2((0,400)) < N

£ AT

(

14+ ~|7]

AT

)k/2



Analyse d’erreur

Soit w = ¢¢ — C1I_.,eff.

/ Two dxdy + / De®(dx Wy + €20, wdy ¢) dxdy
Q+ Q+
+oo
+K/ TW)y—1P|y—1 dx+/ Q(1 — y?)pdxw dxdy
0 Q+
1
+/O 0(1 _yz)Mx:0¢|x:0 dy

1 1
- _/o Q(1/3 = ¥*)(& ~ Cox=0)dix=0 dY+/() Mojx=0®P|x=0 Y

S +o00 1
_/§z+i§_;l:i¢d)(dy+/() g /0 (¢ — ¢jy—1) dydx.



...avecC

¢E:ZFi€_g€7
i=1
_ Q> 8 v oyt 7
€ 2—a 02 =~ 2 Y AY2Ar A
Fi =@ty (gg5+ (1 =) (G ~ 12~ 70))
_ QK 1 y?
c _ 2—« ki _va\ (L L
Fs = 10005 (—s + (1= )5 — %))
c _ 22—« Qy2 L4 L
Fa=c Taxc"ﬁ(?‘m‘mo)’
e oan. K1 YA
Fi=¢rop (55 )

2
axx 0

20 Q,1 2Q., K(TK+2) K2
- - (% (1+K2  3(1+K)
2Q K(7K +2) K
D (458X o0 =T xe ) 3 +K)TCO>’

78x00>7




...et

4
c_ 202 y oyt 7 2K(IK+2)
o= (1 =¥ )00 (Ts ~ 35~ 150~ 25 (1+K)2)
_ 1 y? K
QK. oyl oy, K
te (1 =y)rele =% *3a 1)
1 y? K
2 1. vy, K
€ (KTaXCO(G 5 +3(1—|—K))
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6 12 180 45 (1+K)?
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