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La dispersion de Taylor... encore !

epsilon

- - - - - - - - - - - -



Un résultat de G.I. Taylor

epsilon

Le modèle " exact " : dans (0,∞)× (0, ε)

∂tcε + v ε · ∇cε − D ∆cε = 0.

Le modèle " moyenné équivalent " de Taylor : dans (0,∞)

∂t〈c〉+ 〈v〉 ∂x〈c〉 − D
(

1 +
ε2〈v〉2

48D2

)
∂2

xx〈c〉 = 0.
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Notre modèle

H

Les équations :
{(x∗, y∗) : 0 < x∗ < +∞, |y∗| < H}

∂t∗c∗ + v∗(y)∂x∗c∗ − D∗∆∗c∗ = 0.

– concentration : c∗

– vitesse (Poiseuille) : v∗(y) = Q∗
(
1− (y/H)2)

– diffusion moléculaire : D∗



Les conditions aux bords :

Réaction sur la paroi {(x∗, y∗) : 0 < x∗ < +∞, |y∗| = H}

−D∗∂y∗c∗ = ∂t∗cs = Ke∂t∗c∗.

– constante caractéristique de l’équilibre d’adsorption (linéaire
ici) : Ke

Infiltration en x = 0 (cond. au bord type Danckwerts):

−D∗∂x∗c∗ + q(y∗)c∗ =

{
q(y∗)c∗f , pour 0 < t∗ < t∗0
0, pour t > t∗0 .
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Adimensionalisation
Valeurs de référence :

c =
c∗

ĉ
, x =

x∗

LR
, y =

y∗

H
, t =

t∗

TR
, Q =

Q∗

QR
, D =

D∗

DR
.

Équation adimensionalisée : dans (0,∞)× (0,1)

∂tc +
QRTR

LR
Q(1− y2)∂xc − DRTR

L2
R

D∂2
xxc − DRTR

H2 D∂2
yyc = 0.

Trois temps et deux nombres caractéristiques :
TL = LR/QR tps longitudinal caractéristique,
TT = H2/DR tps transversal caractéristique,
TC = LRKe/HQR tps caractéristique de réaction en surface,
Pe = (LRQR)/DR nombre de Péclet,
Da = (LRH)/DR nombre de Damkohler.



Choix d’échelle
MicroLap

Pe = ε−α.

∂tcε + Q(1− y2)∂xcε = Dεα∂2
xxcε + Dεα−2∂2

yycε,

−Dεα−2∂ycε|y=1 = K∂tcε,

cε(x , y ,0) = 0,

−Dεα∂xcε|x=0 + Q(1− y2)cε|x=0 =

{
Q(1− y2)cf , si 0 < t < t0
0, si t > t0.

,

∂ycε|y=0 = 0.

epsilon


x ∈ (0,+∞),
y ∈ (0,1),
t ∈ (0,T ).



Modèle effectif

(EFF )

∂tc +
2Q

3(1 + K )
∂xc = D̃εα

∂xxc
1 + K

ds (0,+∞)× (0,T ),

−Dεα∂xc|x=0 +
2Q
3

(c|x=0 − cfχt<t0) = 0, c|t=0 = 0,

∂xc ∈ L2((0,+∞)× (0,T )),

avec

D̃ = D +
8

945
Q2

D
ε2−2α +

4Q2

135D
K (7K + 2)

(1 + K )2 ε2−2α.

(correspond au résultat de Taylor pour K = 0, i.e., pas de
chimie)

ε→ 0 ; estimations d’erreur.

err
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cε(x , y ,0) = 0,
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Les données de Taylor correspondent à α = 1.7 and α = 1.9



Estimations d’erreur

Théorème
Soit α ≥ 1. Soit cf ∈ C∞0 (0,T ).

‖cε − c‖C([0,T ];L2((0,∞)×(0,1))) ≤ Cε2−α,

‖∂ycε‖C([0,T ];L2((0,∞)×(0,1))) ≤ Cε3−3α/2,

‖∂x
(
cε − c

)
‖C([0,T ];L2((0,∞)×(0,1))) ≤ Cε2−3α/2.

Micro Eff



Estimations d’erreur : " données mal préparées "

discontinuité de contact due à cf (0) 6= 0

Théorème
Soit α ≥ 1. Soit cf ∈W 1,∞(R+), à support compact dans
[0,+∞), mais tel que cf (0) 6= 0.
Alors pour 1 < r < +∞,∥∥∥∫ t

0
(cε − c) dt

∥∥∥
Lr (R+;L2(0,1))

≤ Cε2−α−αδ,

0 < δ < 1/4, r(1− δ) < 1.
Micro Eff
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– [C.J. van Duijn , A. Mikelić, I.S. Pop, C. Rosier] Effective
Dispersion Equations For Reactive Flows With Dominant Peclet
and Damkohler Numbers, Adv. Chemical Eng. (2008).
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Les choses sérieuses

∂tcε + Q(1− y2)∂xcε = Dεα∂2
xxcε + Dεα−2∂2

yycε,

−Dεα−2∂ycε|y=1 = K∂tcε,

cε(x , y ,0) = 0,

−Dεα∂xcε|x=0 + Q(1− y2)cε|x=0 =

{
Q(1− y2)cf , si 0 < t < t0
0, si t > t0.

,

∂ycε|y=0 = 0.



Transformée de Laplace

Pour f ∈ L1
loc(R) tq f (t) = 0 si t < 0 et |f (t)| ≤ Aeat qd t → +∞,

f̂ (τ) =

∫ +∞

0
f (t)e−τ t dt , τ = ξ + i η ∈ C.

Micro



Le problème dans l’espace de Laplace

Lεζ = τζ + Q(1− y2)∂xζ − Dεα
(
∂2

xxζ + ε−2∂2
yyζ
)
.

La transformée de la concentration ĉε est solution de :

Lεĉε = 0 dans (0,+∞)× (0,1)

−Dεα∂x ĉε|x=0 + Q(1− y2)ĉε|x=0 = Q(1− y2)ĉf ,

−Dεα−2∂y ĉε|y=1(x ,1, τ) = K τ ĉε|y=1.

Micro



Un premier raisonnement, simple et faux...

Supposons : PM = MP.

Moyenne du problème précédent :
La concentration " moyenne "cL,eff

0 (x , τ) satisfait

(1 + K )τcL,eff
0 +

2Q
3
∂xcL,eff

0 = εαD∂2
xxcL,eff

0 dans (0,+∞),

∂xcL,eff
0 ∈ L2((0,+∞)),

−Dεα∂xcL,eff
0 +

2Q
3

cL,eff
0 =

2Q
3

ĉf , en x = 0.




τ û + Q̄∂x û = γD̄∂2

xx û dans R+ × {Re(τ) > 0},

∂x û ∈ L2(R+), Re(τ) > 0,

−γD̄∂x û + Q̄û = Q̄ĝ en x = 0.

I Problème 1D, diffusion-convection donnée, cond. bord
Danckwerts.

I Solution explicite !
I Estimation d’erreur en ε1−α/2.



L’intuition du développement asymptotique

ĉε = c0(x ; ε) + ε2−αc1(x , y ; ε) + ε2(2−α)c2(x , y ; ε) · · ·



L’intuition du développement asymptotique : modèle
effectif ?

cL,eff
1 (x , y ; ε) = c0(x ; ε) + ε2−α

Q
D

(y2

6
− y4

12
− 7

180
− 2

45
K (7K + 2)

(1 + K )2

)
∂xc0

+ε2−α
K
D

(1
6

+
K

3(1 + K )
− y2

2

)
τc0(x ; ε)

où c0 ∈ H1(Ω+) est solution du problème
(1 + K )τc0 +

2Q
3
∂xc0 − εαD̃∂2

xxc0 = 0 dans (0,+∞),

−Dεα∂xc0 +
2Q
3

c0 =
2Q
3

ĉf en x = 0,

avec

D̃ = D +
8

945
Q2

D
ε2(1−α) +

4Q2

135D
K (7K + 2)

(1 + K )2 ε2(1−α).



Solution analytique du problème effectif

Diffusion-convection, 1D, cond. bord type Danckwerts "
perturbée ".

τ û + Q̄∂x û = γD̄∂2
xx û dans R+ × {Re(τ) > 0},

∂x û ∈ L2(R+), Re(τ) > 0,

−γ(D̄ + δ)∂x û + Q̄û = Q̄ĝ en x = 0.

Solution explicite :

û(x , τ) =
2D̄Q̄

(
√

Q̄2 + 4γτ D̄ + Q̄)(D̄ + δ)− 2Q̄δ
e

Q̄ −
√

Q̄2 + 4γτ D̄
2γD̄

x
ĝ(τ).



Propriétés de la solution explicite
Proposition

∥∥∥ĝ exp{−τx
Q̄
}−û

∥∥∥
Lp((0,+∞)))

≤ γC|ĝ(τ)|
ξ1/p

|τ |
Q̄ + γD̄|τ |

, ∀1 ≤ p < +∞.

Corollaire
Supposons g ∈ C∞0 (R+). Alors∥∥u − g(t − x

Q̄
)
∥∥
C(R+;Lp(R+))

≤ Cγ, 1 < p < +∞.

Si g ∈W 1,∞(R+) mais g(0) 6= 0, alors∥∥u − g(t − x
Q̄

)
∥∥

Lr (R+;Lp(R+))
≤ Cγ1−δ,

1 < p, r < +∞, 0 < δ < 1, r(1− δ) < 1.
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...............

‖û(·, τ)‖L2((0,+∞)) ≤
C|ĝ(τ)|√

ξ(1 + γ1/4|τ |1/4)
,

|∂x û(·, τ) |x=0 | ≤
C|τ ĝ(τ)|
1 + γ|τ |

,

‖∂k
x û(·, τ)‖L2((0,+∞)) ≤

C|ĝ(τ)|√
ξ(1 + γ1/4|τ |1/4)

( |τ |2

1 + γ|τ |

)k/2
k ≥ 1.



Analyse d’erreur

Soit w = ĉε − cL,eff
1 .

∫
Ω+

τwφ dxdy +

∫
Ω+

Dεα(∂xw∂xφ+ ε−2∂yw∂yφ) dxdy

+K
∫ +∞

0
τw|y=1φ|y=1 dx +

∫
Ω+

Q(1− y2)φ∂xw dxdy

+

∫ 1

0
Q(1− y2)w|x=0φ|x=0 dy

= −
∫ 1

0
Q(1/3− y2)(ĉf − c0|x=0)φ|x=0 dy +

∫ 1

0
ηε0|x=0φ|x=0 dy

−
∫

Ω+

5∑
i=1

F ε
i φ dxdy +

∫ +∞

0
gε
∫ 1

0
(φ− φ|y=1) dydx .



...avec

Φε =
5∑

i=1

F ε
i − gε,

F ε
1 = ε2−α∂2

xxc0
Q2

D

( 8
945

+ (1− y2)
(y2

6
− y4

12
− 7

180
))
,

F ε
2 = ε2−ατ∂xc0

QK
D

(
− 2

45
+ (1− y2)

(1
6
− y2

2
))
,

F ε
3 = ε2−ατ∂xc0

Q
D

(y2

6
− y4

12
− 7

180

)
,

F ε
4 = ε2−ατ2c0

K
D

(1
6
− y2

2

)
,

F ε
5 = −ε2−αQ

D
(1

3
− y2)(2Q

45
∂2

xxc0
K (7K + 2)

(1 + K )2 −
K 2

3(1 + K )
τ∂xc0

)
,

gε = ε2−α
K τ
D

(2Q
45

∂xc0
(
1− K (7K + 2)

(1 + K )2

)
− K

3(1 + K )
τc0

)
,



...et

ηε0 = ε2−α
Q2

D
(1− y2)∂xc0

(y2

6
− y4

12
− 7

180
− 2

45
K (7K + 2)

(1 + K )2

)
+ε2−α

QK
D

(1− y2)τc0
(1

6
− y2

2
+

K
3(1 + K )

)
−ε2

(
K τ∂xc0

(1
6
− y2

2
+

K
3(1 + K )

)
+Q∂2

xxc0
(y2

6
− y4

12
− 7

180
− 2

45
K (7K + 2)

(1 + K )2

))
.
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