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Introduction

=

fDans beaucoup de processus surgissant en génie chimique
Il est important d’étudier la diffusion d’'un soluté transporte
par un fluide traversant un milieu poreux. En outre, il peuty
avoir des reactions ou des processus d’adsorption se
produisant aux interfaces solide/fluide.
Par exemple : les systemes chromatographiques, les
reacteurs heterogenes de la technologie chimique et
catalytique de réaction, l'utilisation des agents tensio-actifs
(surfactants) dans des processus tertiaires de récupération
du pétrole, les problemes environnementaux et
écologiques.

o -
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Introduction

- -

Dans beaucoup de processus surgissant en genie chimigue
Il est important d’étudier la diffusion d’'un soluté transporte
par un fluide traversant un milieu poreux. En outre, il peuty
avoir des reactions ou des processus d’adsorption se
produisant aux interfaces solide/fluide.

Par exemple : les systemes chromatographiques, les
reacteurs heterogenes de la technologie chimique et
catalytique de réaction, l'utilisation des agents tensio-actifs
(surfactants) dans des processus tertiaires de récupération
du pétrole, les problemes environnementaux et
écologiques.

Ces systemes sont analysés en termes d’équations de
dispersion pour le moment, I'énergie et le transfert de
masse dans le milieu continu.

- -
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En fait, faire la moyenne des lois de conservation physiques
devrait nous donner les coefficients de dispersion (= des
coefficients efficaces). Néanmoins, il y a des difficultés:
Méme les modeles les plus simples contiennent des termes
de transport de la forme - Ve. Comme la vitesse et le
gradient de la concentration sont oscillants, en général la
moyenne du produit est differente du produit des moyennes

o -
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En fait, faire la moyenne des lois de conservation physiques
devrait nous donner les coefficients de dispersion (= des
coefficients efficaces). Néanmoins, il y a des difficultés:
Méme les modeles les plus simples contiennent des termes
de transport de la forme - Ve. Comme la vitesse et le
gradient de la concentration sont oscillants, en général la
moyenne du produit est differente du produit des moyennes

Par exemple dans la dispersion de Taylor le champ de

vitesse contribue, apres avoir fait la moyenne, a la diffusion

efficace et on obtient le terme de la dispersion mecanique

de Taylor. La présence des réactions chimiques compligue

en plus la détermination des coefficients efficacepuisqu’ils

peuvent dependre du terme de eactionou de l'isotherme du
Lprocessus d’adsorption d’'une maniere compliquee. J
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réaction chimique

injection sens de I"écoulement
- soluté passif

réaction chimique

Figure 1: Le tuyau

o -
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réaction chimique

ction

sens de I”"écoulement

soluté passif

réaction chimique

Figure 3: Le tuyau

0 axe de symétrie
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Soit le modele suivant pour la concentration ¢* du soluté:

=

oc* T )00*
Ot* 4= ox*

— DAy, =0dans Ry x (—H,H), (1)

o -
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Soit le modele suivant pour la concentration ¢* du soluté:

=

oc* T )00*
Ot* 4= ox*

— DAy« ,c" =0 dans Ry x (—H,H), (3)

ou q(z) = Q*(1 — (¢/H)?) et Q* (la vitessg et D* (diffusion

moléculaire) sont des constantes positives. Sur la frontiere
latérale z = +=H nous avons une reaction chimique du ler

ordre:

D = gf B¢ — /K. surz—+H,  (4)

ou k* représente le taux de I'adsorption et K., la constante
d’equilibre pour I'adsorption linéaire.

o -

Exposé aux Journées Scientificues du Gnt MoMaS. Uniersivn 1. 4-5 Novembre 2008 — p.



15
-

On note :

¢ . concentration caractéristiqgue

Lr : lalongueur caracteristique (coincide avec la distance
d’observation)

(g . la vitesse caracteristique

Dpg . la diffusion caracteristique

=

On introduit les nombres sans dimension et les échelles
temporelles suivants :

o -
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. .

On note :

¢ . concentration caractéristiqgue

Lr : lalongueur caracteristique (coincide avec la distance
d’observation)

(g . la vitesse caracteristique

Dpg . la diffusion caracteristique

On introduit les nombres sans dimension et les échelles
temporelles suivants :

Pe = 282 (le nombre de Peclet)

Da = ’}%g (le nombre de Damkohler)

Tr = I'échelle temporelle transversale caractéeristique

| THYDx B
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fTL = | échelle temporelle longitudinale caractristique =Lz /Qr
Trr = K.r/kr (le temps caracéristique de desorption)
Ty = ¢r/(crkr) (le temps caraceristique d’adsorption).
Nous posons ¢ = /- << 1
Nous considéronslecasou K, = H, Ty =T; = Tpg .
Nous prenons @) = 8—; = 0(1), et

Tt _ HQR
T,  Dg

e=0(*) =¢* Pe

1
Le nombre de Peclet transversal vaut (=)* 1,

o 5 -
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t=t"/Tr,x=xa*/Lrpety=z/H.

Nous nous limitons au cas

I'anti-symeétrie de ¢, nos équations sans dimension sont:

0<a<?2

Notre domaine est la bande Z+ = IR, x (0,1). On posera

. En utilisant

=

oct 2 Oc® o > a—2 € +
— +Q(1—y )a_$ = De%0ppc® + De® “0,,c” dans Z™ (5)
c(r,y,0) =1, (x,y) € Ry x(0,1), (6)
_50c Ty Oc 17, Ty c
D2 S — 2 k(£ — N, —
- dy 1TIpg 0t 1Ipg (€ Ipe K ly=1
sur ' x (0,7) (7)
Oyc®(7,0,t) =0, (x,t) € Ry x (0,T) (8

L et c*(0,y,t) =0, (y,t) € (0,1) x (0,T),
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Nous étudions le comportement de la solution de (5) -(9),
avec V, ,c° dans L?, lorsque ¢ — 0.

=

o -
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fNous étudions le comportement de la solution de (5) -(9),
avec V, ,c° dans L?, lorsque ¢ — 0.

En 1953, Taylor a trouvé une formule explicite pour le
coefficient de dispersion, qu’on appelle la formule de
dispersion de Taylor

Ce cas corresponda k=0 (Sanschimigeta0 < a <2, (
a=1,6eta=1,9).

(9T 4 %@,JCTW =e(D + %%2)8xch“y,

5
in Ry x (0,T), c"%¥|,—g=1, (11)

L A W_g =0, 0.l e L2(IR, x (0,T)),

o -
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La moyenne simple

=

L'approche naturelle pour trouver une équation pour la
concentration efficace est de prendre la moyenne du

systeme (5)-(9) par rapport a y. Soit cgff =< ¢ >= fol & d:

( eff eff eff 2 eff
X4 20 4 g2 — cop% dans
Ry x (0,T), 8,cc! € L2(R, x (0,T)) 1
Co ’tZO 9 Co ‘513:0 .
ol g eff | Tu &
. ot = T_jk(co - TDAE K )

-
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La moyenne simple

=

L'approche naturelle pour trouver une équation pour la
concentration efficace est de prendre la moyenne du

systeme (5)-(9) par rapport a y. Soit cgff =< ¢ >= fol & d:

([ 9c 2Q el T (?cef:f o 2l
ot 3 o T T?AE 5 =" D=5
Ry x (0,T), 8,cc! € L2(R, x (0,T))

(& (&
ocl)  mpgeff T <l
o = 1ek(ey’ ! — AT

dans

La comparaison entre cgf I et ¢ a été faite dans les article
[1] (resp.[2],[3]), lorsque K. = +oo (resp. k* = +00).

-
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Proposition
e o FO
I(cF = TN U ||t 0 11220y < €172 = (1
VD
e _ FY
[0z (c” — Coff)q’HLQ((o,T)vaL) < ¢! ) (1
e _ FY
10y (c" — ¢! )l 120y ez < €7 R (1
MAIS :
e — Cgff|’L°O(O,T;LZQOC(R+><(O,1)) < Celm3/ (1

UNE MAUVAISE APPROXIMATION DES QUE « > 4/3

-
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S3

On considere le développement asymptotique a 2-échelle:
suivant: ¢* tq :

& =(x,tie) + 2 %MNa,y, t) + 22V (z,y, ) + ... (1

En introduisant le développement (18) dans le probleme
initial (5)-(9), la condition de compatibilité nous donne une
équation hyperbolique d’ordre 1. Mais les conditions
Initiales et aux limites considérées conduisent a une
solution discontinue.

Nous suivons la technique proposée par J. Rubinstein et F
Mauri dans un article de SIAM J. Appl.Math. (1986) .

On suppose que l'opérateur hyperbolique est d’ordre
suivant :

-
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occ!l 2Qac!! 5
_ @y 1
o T3 or O (

D’ ou en annulant les coefficients devant les puissances d
£2=2 on obtient une EDP liant ¢y et ¢; et a I'ordre suivant
une EDP liant ¢y, c1 et co. Nous obtenons le modele efficac
suivant:

(14 K)

-
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S3
-

occ!l 2Qac!! 5
_ @y 2
o T3 or O (

D’ ou en annulant les coefficients devant les puissances d
£2=2 on obtient une EDP liant ¢y et ¢; et a I'ordre suivant
une EDP liant ¢y, c1 et co. Nous obtenons le modele efficac
suivant:

(14 K)

2 200k
Oi(c+ cs) + (?Q + 45%52_0‘)(%0 — (De“+

8 ()2 2Qk
%%52—0‘)(’%0 = 45%52‘0‘8ch dans (0,+o0) x (0,7
1 20k

T 2« _ SV 2—« o
(1+ 3¢ )0ics = k(c + 5D° Opc — cs/ K)
dans (0,+o0) x (0,7 Q
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Numerique

.

Nous avons adapté le Logiciel FreeFem++ a notre cas

s Discrétisation en temps :
L' opérateur d’ordre 1 est discrétise en utilisant la
methode des caractéristiques. Plus précisement,
'EDP est écrite comme

86 - Q a—
E%‘(Q.V)C:DFZ o€+ De 28yyc:f($,y,t) (2

Soit ¢ 'approximation de la solution ¢ au temps mdt.
Alors le schéma s’écrit :

1

a(cmﬂ(x, y) — "z —qly)ot,y) = " (z,y)

-
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N1

» Discrétisation en espace . Une des caractéristiqueg
notre probleme est la propagation d’un front. Pour la
traiter numériguement correctement on utilise la
methode des éléments finis " Lagrange P1" avec un
maillage adaptatif. Le maillage est adapté au voisinag
du front tous les 10 pas de temps.

Pour toutes les figures qui suivent, nous allons représente

: . z H
3 solutions : la moyenne de la solution du pb réel % Jo cd

la solution du pb effectif ¢¢// , notée aussi ¢! et celle du
pb moyenné simplement ¢°Y. Les parametres considérés
seront indiqués dans des tableaux. Les temps seront
iIndiqués en légende.

-

Exposé aux Journées Scientifiaues du Gnt MoMaS. Uniersion 1. 4-5 Novembre 2008 —p. 1



Dispersion de Taylor : k=0
B

Dans ce cas les pbs 1D s’écrivent :
1. PDb effectif :

20Q* 8

Op- T + < Oprc! W = D*(1 + —P€7) ey Wiora,
3 945

(2

CTa'y‘x:() =1 and CTa'y‘t:() = 0. (2

2. Pb obtenu par une simple moyennisation sur la sectic
verticale :

2Q"

Ope 10U 20 EMOY _D* QY = 0in (0, +00) % (0,

(2

-
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Cask = 0 (absence de chimie)

-

Notons gu’en I'absence de reactions chimiques, on peut
resoudre explicitement le pb effectif ( 24) avec la formule
integrale :

En posant Q = 2 et D = D*(1 + 3-Pé&}), alors

W t)=1— L [exp{

ﬁ

+ . (OxO—Qt) JovDD € dn}

Q__Zl? o0

i e dy
D = Jx+0t)/(2vDi)

Pour le probleme (25), tout est analogue.

-
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ler exemple de Taylor

Ce cas correspond aux données numeriques choisies par
Taylor dans son papier d’origine.

PARAMETRES VALEURS
Epaisseur du tuyau : H 2.635- 1074 m,
Longueur caracteéristique : L 0.319 m

e=H/Lp 0.826 - 1073

vitesse caracteristique : Q* 4.2647 - 107 m/sec
coefficient de la diffusion: D* 1.436 - 10710 m?2 /se
nombre de Peclet longitudinal: Pe = 222" — | (.94738 - 10°

a = logPe/log(1/e) = 1.614172

nombre de Peclet transversal: Per = %" = | 0.7825358 - 107 J

— 1 oA = . Exposeé aux Journées Scientifiaues du Gnt MoMaS_ Unieeksion 1. 4-5 Novembre 2008 — p. 2



ler exemple de Taylor :t* = 11220 se
12 T

[ [

‘pbreel’
'moyenne’ --------
1 -

0.8

0.6

04

0.2

O_

-0.2

| | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 5: ¢* = 11220 sec., o = 1.614172, ¢ = 0.000823 .
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ler exemple de Taylor :t* = 11220 se

12 I I I I I I I I I
‘pbreel’”  +
‘taylor  x
'moyenne’ *
1 ﬂ
X
X
X
0.8 %
Xx
X
Xy
X
X
0.6 X
X4
%
X
X
X
04 X
X
X
Ko+
X
0.2 %, i
b
X
0¥
-0.2 I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 6: ¢* = 11220 sec., o = 1.614172, ¢ = 0.000823 .
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2nd exemple de TAYLOR ¢t =240 s
B B

PARAMETRES VALEURS
Epaisseur du tuyau: H 2.635 - 1074 m,
Longueur caractéristique : L 0.632 m
e=H/Lp 0.41693 - 10~
vitesse caracteristique: Q* 0.393 - 1072 m/se
coefficient de la diffusion : D* 0.6 - 107 m?/sec,
nombre de Peclet longitudinal : Pe= Lfi)—f?* = | 4.1396 - 10°

a = logPe/log(1/e) = 1.95769

nombre de Peclet transversal : Per = 2% = | 1.72592 - 107

L Table 2: B. Les paramétres pour le temps caractéristiquej
sec
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2nd exemple de TAYLOR ¢t =240 s
B o

1.2

B

0.8

0.6

04

02 r

0

-0.2

| | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

L Figure 7: t* = 240 sec, o = 1.95769,¢ = 0.000417
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2nd exemple de TAYLOR ¢t =240 s
B o

1.2

1

0.8

06

04

02 r

0 x

-0.2

| | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

L Figure 8: t* = 240 sec, o = 1.95769,¢ = 0.000417
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Reactions surfaciques

Dans ce cas la condition aux limites est :

T
oc

— D" 0" = aT:lAf (c*—¢/K.) enz==+H, (2

Le pb. effectif devient alors :
(DIM)

f at*(c*+%)+(2Q + 2Q" DaT)ax*C*_D*(1+

3 20)*Dar
oa5 " Er)Orrac 15K,

Dp-2in (0, +00) x (0,T)

(1+ $Dag)dp-¢ = I (c* + 2By .o — 0

In (0,4o00) x (0,7 J
Cle=0 = 0, clt=0 = 1, dpc € L*((0,+00) x (0,T)).
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Donnees

=

PARAMETRES VALEURS
Epaisseur du tuyau: H 0.5-1072 m,
Longueur caractéristique : Lg 0.632 m
e=H/Lp 0.7911 - 102
vitesse caracteristique : Q* 0.3-107% m/.
coefficient de la diffusion: D* 0.2-107°% m?,
le nombre de Peclet longitudinal: Pe = Lg—?* = 9.48 - 10°

a = logPe/log(1/e) = 1.670972

le nombre de Peclet transversal: Pep = 7%~ — 75

vitesse caractéristique de la réaction: k* = cQ* = 0.237-1074
le nombre de Damkohler transversal Damkohler: Dar | 0.5933
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Reactions surfaciques t* = 100 sec

1 T T T T T T T T T
N ‘pbreeltl00 ——
;;\:3& 'moyt100" --------
\ ‘pbreelt211’ -
0.8 -
'pbreelt350" --------
'efft350" --------
'moyt350" -------- )
0.6 -
0.4 1
0.2 1
O —
-0.2 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figure 9: Comparaison aux temps t* = 100,t* = Qll,ﬂ
300 sec.
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Reactions surfaciques t* = 100 sec

1 i [ [ [ [ [ [ [
: 'pbreel3”  +
"eff’ X
lmoyl >K
0.8 _
»‘&‘ X
";t\‘
0.6 .
0.4 % =
* “';
0.2 - * :
X
X *J,‘
oL 5 A
_02 | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figure 10: Comparaison au temps t* = 100 sec. J
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Reactions surfaciques t* = 211 sec

| | | ’moytzil’ +
efft21l’ X
‘pbreel’  *

+
L -~

! i
0.2 0.4 0.6 08

1.2 1.4 1.6

Fiatire 11 Combparaison.atidomng ik we? Ldveo e -0 - o 3



Reactions surfaciques ¢* = 350 sec

1 e T T T T T T T T T
efft350°  x
‘pbreel’  *
0.8 _
0.6 -
04 .
0.2 -
0 ] ] ] ] ] K i fidaRa0cboocoocond oy
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figure 12: Comparaison au temps t* = 350 sec. J
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Taux d’adsorption infiniei : k* = +o

- .

Ce cas correspond a une vitesse d’adsorption infinie.

oc*

—D*0.c" = K, e

sur z = £H, (2

o -
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Taux d’adsorption infiniei : k* = +o
-

Ce cas correspond a une vitesse d’adsorption infinie.

—D*0,c" = Keg; sur z = +H, (3
Le probleme effectif devient :

a*eff 20)* *eff
(1+DaK) -+ Q —

ot* 3 8:13
. 2, Day(2+ 7Day) p2che
D (1 i 135 Pe% (1+ Dag)? ]) c‘?(x*)2 ' (3

PGT—QH tDaK_

20"

(14 Dag)decr? + ; — O — D Oprgrci? =0 ﬁ
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PARAMETERS VALUES
Epaisseur du tuyau : H 5.-1073 m,
Longueur caractéristique : Lp 0.8632 m
e=H/Lg 5.7924001 - 10
vitesse caracteristique: Q* 0.3-107° m/s
coefficient de la diffusion: D* 2.-107" m?/s
le nombre de Peclet longitudinal: Pe = Lg—?* = 1.2948 - 10°

a = logPe/log(1/e) = 1.83815052
le nombre de Peclet transversal: Per = %~ — 75

le nombre de Damkohler transversal: Da; =

—

Table 4° Valelirs des:naramatras anede.aas et bomcr -



o I T .
phreett3"—

S0 'moyt3’ -------
/" 'pbreelt10’ -

‘pbreelt20” - ------
efft20" - -
‘moyt20" -

0.2 | | | | | | | | |

Figure 13: Comparaisons aux tps ¢ = 863, t = 2877,t = 57!

SecC.
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L* = +00.t = 863 Sec.

-

1 ZIIIIIIZIIIIIII;I"i‘ s
¢ ‘pbreelt3’

efftd”  x

X moyt3'  x
X
08 .y
X
X
X
X
0.6 [ X
X
X
*
X
X
04 | X
X
X
X
¥

XX
02 9
£
X
| | | | | | | | |
3 4 5 6 7 8 9 10

0.2
1 2

Figure 14: Comparaisons au temps ¢ = 863 sec.
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k* = 4-00,t = 2877 Sec.
1 T T T «'"‘”‘*j S "*“?‘**Z**'"""'**f**f**:3113***‘*3**1*3?*1*1111*1*1111111*11‘ T

'moytl0’  x

0.2 | | | | | | | | |

Figure 15: Comparaisons au temps ¢t = 2877 sec.

-
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k* = 4+00,t = 5755 sec.

=

0.2 | | | | | | | | |

Figure 16: Comparaisons au temps ¢t = 5755 sec.

-
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CasK = 4o
.

Ce cas correspond a une reaction de surface irréversible
d’ordre 1.
La condition au limite devient :

—D*9,c* = k*¢* enz=+H, (3
Le systeme effectif est alors :

20 40)*Da
Q+Q T

(
o eff
(5 A5

)axceff_|_

\ E( DaT) e (3
H 3 /°
in (0, +o00) x (0,7)

DH+@?éxﬁﬁ:

\

-
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CasK = +o0

Le probleme moyenné simplement devient :

20* i

O+ 0 " — DOy =

in (0, +00) x (0,7)

(3

On impose k* = Q*/400.
On considere les conditions initiales et aux limites
suivantes :

s =0, g =1.

Rmq : On dispose a nouveau d’une solution explicite
iIntégrale pour ces 2 problemes.

-
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Cas kK = +o0

018 T | I | | | | | |
‘pbreet56———
L 'moys0’ -+~ N
016 e ‘phreel7Q" i
0.14 - 'pbreell00" - ]
'effl00" - -
'moy100" -
012 i
01 s
0.08 |- s
0.06 |- s
0.04 | s
0.02 | s
0 i
_002 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 17: Comparaisons aux temps ¢t = 50, 70, 100s

o -
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PERSPECTIVES:
-

s Numeriquement :
o Jester le cas non linéaire :

o .
—D*9yc* = a—; — M (D(cF) — ¢/K.) surz=+H

s Conditions aux limites plus générales (Cond. aux
Limites de Danckwets)

» Obtenir '’équation efficace pour une chimie plus
compliquée et pour de domaines bornés.

s Geéneralisation aux milieux poreux réalistes

-
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Pl

Passons maintenant aux cas non-linéaires. La conditio@
est maintenant remplacée par

oc
ot*

—D*ypc* = — = k*(®(c*) — ¢/K.) surz=+H, (3

ou &* représente le taux de I'adsorption et K, la constante
d’equilibre pour I'adsorption. Exemples de ¢ sont

]ﬁC

=17 (Langmuir);  ®(c) = ki1®  (Freundlic
9C

(3

®(c)

Dans la forme non-dimensionnelle, (37) devient

-
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P2
oc®  0c
a—27" S _ €\ € B +
5 = or = M) = /K) |y dans T x (0,7
(3

La forme non-dimensionnelle du probleme efficace est

—De

Ty 20, 1 Tp
a 0 eff o 0 _
t(CFN + T CeN ) + 3 (CFN T 5D T (CFN))

8 Q% , 2Q) TATTk}
(D4 g pe iyt p Treas 2N
1 .
8tc€ff Tj ((I)(C%N + 52 aC}?N’y 1) — deACSN)a (4

2 Q sz
1 eff
CFN‘y—l 15 D T FN 3DTreact tcsN ) (
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P3

COFN’CUZO = 0, C%N’tzo =1, Cng‘tZO — Cs0-

La forme dimensionnelle:

O (cy + ﬁ) + Op ( 3 ON + 1—5(1)(01\7)) =
. 8 . 2k5Per
Op<CN = @(C}k\f + PGTC}V) — k;éN
4 2H. . 1. .
lev — 4—58x*0 — gat*CN,
. Q'H
ou Per = oL est le nombre de Peclet transversal.

(4

(4

-
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