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Introduction

Dans beaucoup de processus surgissant en génie chimique
il est important d’étudier la diffusion d’un soluté transporté
par un fluide traversant un milieu poreux. En outre, il peut y
avoir des réactions ou des processus d’adsorption se
produisant aux interfaces solide/fluide.
Par exemple : les systèmes chromatographiques, les
réacteurs hétérogènes de la technologie chimique et
catalytique de réaction, l’utilisation des agents tensio-actifs
(surfactants) dans des processus tertiaires de récupération
du pétrole, les problèmes environnementaux et
écologiques.
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Introduction

Dans beaucoup de processus surgissant en génie chimique
il est important d’étudier la diffusion d’un soluté transporté
par un fluide traversant un milieu poreux. En outre, il peut y
avoir des réactions ou des processus d’adsorption se
produisant aux interfaces solide/fluide.
Par exemple : les systèmes chromatographiques, les
réacteurs hétérogènes de la technologie chimique et
catalytique de réaction, l’utilisation des agents tensio-actifs
(surfactants) dans des processus tertiaires de récupération
du pétrole, les problèmes environnementaux et
écologiques.
Ces systèmes sont analysés en termes d’équations de
dispersion pour le moment, l’énergie et le transfert de
masse dans le milieu continu.
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I2

En fait, faire la moyenne des lois de conservation physiques
devrait nous donner les coefficients de dispersion (= des
coefficients efficaces). Néanmoins, il y a des difficultés:
Même les modèles les plus simples contiennent des termes
de transport de la forme ~v · ∇c. Comme la vitesse et le
gradient de la concentration sont oscillants, en général la
moyenne du produit est diff́erentedu produit des moyennes.
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En fait, faire la moyenne des lois de conservation physiques
devrait nous donner les coefficients de dispersion (= des
coefficients efficaces). Néanmoins, il y a des difficultés:
Même les modèles les plus simples contiennent des termes
de transport de la forme ~v · ∇c. Comme la vitesse et le
gradient de la concentration sont oscillants, en général la
moyenne du produit est diff́erentedu produit des moyennes.

Par exemple dans la dispersion de Taylor le champ de
vitesse contribue, après avoir fait la moyenne, à la diffusion
efficace et on obtient le terme de la dispersion mécanique
de Taylor. La présence des réactions chimiques complique
en plus la détermination des coefficients efficacespuisqu’ils
peuvent d́ependre du terme de ŕeactionou de l’isotherme du
processus d’adsorption d’une manière compliquée.
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soluté passif
injection

réaction chimique

réaction chimique

sens de l’’écoulement

Figure 1: Le tuyau

Exposé aux Journées Scientifiques du Gpt MoMaS, Université Lyon 1, 4-5 Novembre 2008 – p. 5/45
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soluté passif
injection

réaction chimique

réaction chimique

sens de l’’écoulement

Figure 3: Le tuyau
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Figure 4: profil de Poiseuille
Exposé aux Journées Scientifiques du Gpt MoMaS, Université Lyon 1, 4-5 Novembre 2008 – p. 5/45
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Soit le modèle suivant pour la concentration c∗ du soluté:

∂c∗

∂t∗
+ q(z)

∂c∗

∂x∗
− D∗∆x∗,zc

∗ = 0 dans IR+ × (−H,H), (1)
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I4

Soit le modèle suivant pour la concentration c∗ du soluté:

∂c∗

∂t∗
+ q(z)

∂c∗

∂x∗
− D∗∆x∗,zc

∗ = 0 dans IR+ × (−H,H), (3)

où q(z) = Q∗(1 − (z/H)2) et Q∗ (la vitesse) et D∗ (diffusion
moléculaire) sont des constantes positives. Sur la frontière
latérale z = ±H nous avons une réaction chimique du 1er
ordre:

−D∗∂zc
∗ =

∂ĉ

∂t∗
= k̂∗(c∗ − ĉ/Ke) sur z = ±H, (4)

où k̂∗ représente le taux de l’adsorption et Ke la constante
d’équilibre pour l’adsorption linéaire.
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I5

On note :
ĉ : concentration caractéristique
LR : la longueur caractéristique (coïncide avec la distance
d’observation)
QR : la vitesse caractéristique
DR : la diffusion caractéristique

On introduit les nombres sans dimension et les échelles
temporelles suivants :
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I5

On note :
ĉ : concentration caractéristique
LR : la longueur caractéristique (coïncide avec la distance
d’observation)
QR : la vitesse caractéristique
DR : la diffusion caractéristique

On introduit les nombres sans dimension et les échelles
temporelles suivants :

Pe = LRQR

DR
(le nombre de Peclet)

Da = L2
RkR

HDR
(le nombre de Damkohler)

TT = l’échelle temporelle transversale caractéristique
=H2/DR
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TL = l’ échelle temporelle longitudinale caract́eristique =LR/QR

TDE = KeR/kR (le temps caract́eristique de d́esorption)

TA = ĉR/(cRkR) (le temps caract́eristique d’adsorption).

Nous posons ε = H
LR

<< 1

Nous considérons le cas où Ke = H, TA = TL = TDE .
Nous prenons Q = Q∗

QR
= O(1), et

TT

TL
=

HQR

DR
ε = O(ε2−α) = ε2 Pe.

Le nombre de Peclet transversal vaut (
1

ε
)α−1.
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I7

Notre domaine est la bande Z+ = IR+ × (0, 1). On posera
t = t∗/TL, x = x∗/LR et y = z/H.
Nous nous limitons au cas 0 ≤ α < 2 . En utilisant
l’anti-symétrie de c, nos équations sans dimension sont:

∂cε

∂t
+ Q(1 − y2)

∂cε

∂x
= Dεα∂xxcε + Dεα−2∂yyc

ε dans Z+ (5)

cε(x, y, 0) = 1, (x, y) ∈ IR+ × (0, 1), (6)

−Dεα−2∂cε

∂y
=

TA

TDE

∂cε
s

∂t
=

TL

TDE
k(cε − TA

TDE

cε
s

K
)|y=1

sur Γ+ × (0, T ) (7)

∂yc
ε(x, 0, t) = 0, (x, t) ∈ IR+ × (0, T ) (8)

et cε(0, y, t) = 0, (y, t) ∈ (0, 1) × (0, T ), (9)
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I8

Nous étudions le comportement de la solution de (5) -(9),
avec ∇x,yc

ε dans L2, lorsque ε → 0.
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I8

Nous étudions le comportement de la solution de (5) -(9),
avec ∇x,yc

ε dans L2, lorsque ε → 0.
En 1953, Taylor a trouvé une formule explicite pour le
coefficient de dispersion, qu’on appelle la formule de
dispersion de Taylor.
Ce cas correspond à k = 0 (Sans chimie) et à 0 ≤ α < 2 , (
α = 1, 6 et α = 1, 9).



















∂tc
Tay + 2Q

3 ∂xcTay = ε(D + 8
945

Q2

D )∂xxcTay,

in IR+ × (0, T ), cTay|x=0 = 1,

cTay|t=0 = 0, ∂xcTay ∈ L2(IR+ × (0, T )),

(11)
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La moyenne simple

L’approche naturelle pour trouver une équation pour la
concentration efficace est de prendre la moyenne du
système (5)-(9) par rapport à y. Soit ceff

0 =< cε >=
∫ 1
0 cε dy























∂ceff
0

∂t + 2Q
3

∂ceff
0

∂x + TA

TDE

∂ceff
0s

∂t = εαD ∂2ceff
0

∂x2 dans
IR+ × (0, T ), ∂xceff

0 ∈ L2(IR+ × (0, T ))

ceff
0 |t=0 = 1, ceff

0 |x=0 = 0.
∂ceff

0s

∂t = TL

TA
k(ceff

0 − TA

TDE

ceff
0s

K )

(12)
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La moyenne simple

L’approche naturelle pour trouver une équation pour la
concentration efficace est de prendre la moyenne du
système (5)-(9) par rapport à y. Soit ceff

0 =< cε >=
∫ 1
0 cε dy























∂ceff
0

∂t + 2Q
3

∂ceff
0

∂x + TA

TDE

∂ceff
0s

∂t = εαD ∂2ceff
0

∂x2 dans
IR+ × (0, T ), ∂xceff

0 ∈ L2(IR+ × (0, T ))

ceff
0 |t=0 = 1, ceff

0 |x=0 = 0.
∂ceff

0s

∂t = TL

TA
k(ceff

0 − TA

TDE

ceff
0s

K )

(13)

La comparaison entre ceff
0 et cε a été faite dans les articles

[1] (resp.[2],[3]), lorsque Ke = +∞ (resp. k̂∗ = +∞).
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Proposition

‖(cε − ceff
0 )Ψ‖L∞(0,T ;L2(Z+)) ≤ ε1−α/2 F 0

√
D

(14)

‖∂x(cε − ceff
0 )Ψ‖L2((0,T )×Z+) ≤ ε1−αF 0

D
(15)

‖∂y(c
ε − ceff

0 )Ψ‖L2((0,T )×Z+) ≤ ε2−αF 0

D
, (16)

MAIS :

‖cε − ceff
0 ‖L∞(0,T ;L2

loc(IR+×(0,1)) ≤ Cε1−3α/4 (17)

UNE MAUVAISE APPROXIMATION DES QUE α > 4/3
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S3

On considère le développement asymptotique à 2-échelles
suivant: cε tq :

cε = c0(x, t; ε) + ε2−αc1(x, y, t) + ε2(2−α)c2(x, y, t) + . . . (18)

En introduisant le développement (18) dans le problème
initial (5)-(9), la condition de compatibilité nous donne une
équation hyperbolique d’ordre 1. Mais les conditions
initiales et aux limites considérées conduisent à une
solution discontinue.
Nous suivons la technique proposée par J. Rubinstein et R.
Mauri dans un article de SIAM J. Appl.Math. (1986) .
On suppose que l’opérateur hyperbolique est d’ordre
suivant :
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S3

(1 + K)
∂ceff

0

∂t
+

2Q

3

∂ceff
0

∂x
= O(ε2−α). (19)

D’ où en annulant les coefficients devant les puissances de
ε2−α, on obtient une EDP liant c0 et c1 et à l’ordre suivant
une EDP liant c0, c1 et c2. Nous obtenons le modèle efficace
suivant:
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S3

(1 + K)
∂ceff

0

∂t
+

2Q

3

∂ceff
0

∂x
= O(ε2−α). (21)

D’ où en annulant les coefficients devant les puissances de
ε2−α, on obtient une EDP liant c0 et c1 et à l’ordre suivant
une EDP liant c0, c1 et c2. Nous obtenons le modèle efficace
suivant:

∂t(c + cs) + (
2Q

3
+

2Qk

45D
ε2−α)∂xc − (Dεα+

8

945

Q2

D
ε2−α)∂xxc =

2Qk

45D
ε2−α∂xcs dans (0,+∞) × (0, T )

(1 +
1

3D
ε2−α)∂tcs = k(c +

2Qk

45D
ε2−α∂xc − cs/K)

dans (0,+∞) × (0, T ) (22)
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Numérique

Nous avons adapté le Logiciel FreeFem++ à notre cas :

Discrétisation en temps :
L’ opérateur d’ordre 1 est discrétisé en utilisant la
méthode des caractéristiques. Plus précisèment,
l’EDP est écrite comme

∂c

∂t
+ (~q.∇)c = Dεα∂xxc + Dεα−2∂yyc = f(x, y, t) (23)

Soit cm l’approximation de la solution c au temps mδt.
Alors le schéma s’écrit :

1

δt
(cm+1(x, y) − cm(x − q(y)δt, y) = fm(x, y)
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N1

Discrétisation en espace : Une des caractéristiques de
notre problème est la propagation d’un front. Pour la
traiter numériquement correctement on utilise la
méthode des éléments finis " Lagrange P1" avec un
maillage adaptatif. Le maillage est adapté au voisinage
du front tous les 10 pas de temps.

Pour toutes les figures qui suivent, nous allons représenter
3 solutions : la moyenne de la solution du pb réel 1

H

∫ H
0 c dz

la solution du pb effectif ceff , notée aussi cTay et celle du
pb moyenné simplement cmoy. Les paramètres considérés
seront indiqués dans des tableaux. Les temps seront
indiqués en légende.
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Dispersion de Taylor : k = 0

Dans ce cas les pbs 1D s’écrivent :

1. Pb effectif :

∂t∗c
Tay +

2Q∗

3
∂x∗cTay = D∗(1 +

8

945
Pe2

T )∂x∗x∗cTay for x, t

(24)

cTay|x=0 = 1 and cTay|t=0 = 0. (25)

2. Pb obtenu par une simple moyennisation sur la section
verticale :

∂t∗c
moy+

2Q∗

3
∂x∗cmoy−D∗∂x∗x∗cmoy = 0 in (0,+∞)×(0, T

(26)
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Cask = 0 (absence de chimie)

Notons qu’en l’absence de réactions chimiques, on peut
résoudre explicitement le pb effectif ( 24) avec la formule
integrale :
En posant Q̄ = 2Q∗

3 et D̄ = D∗(1 + 8
945Pe2

T ), alors

cTay(x, t) = 1 − 1√
π

[

exp{Q̄x

D̄
}
∫ ∞

(x+Q̄t)/(2
√

D̄t)
e−η2

dη

+
∫ ∞
(x−Q̄t)/(2

√
D̄t) e−η2

dη
]

Pour le problème (25), tout est analogue.

Exposé aux Journées Scientifiques du Gpt MoMaS, Université Lyon 1, 4-5 Novembre 2008 – p. 20/45



1er exemple de Taylor

Ce cas correspond aux données numériques choisies par
Taylor dans son papier d’origine.

PARAMÈTRES VALEURS

Épaisseur du tuyau : H 2.635 · 10−4 m,

Longueur caractéristique : LR 0.319 m

ε = H/LR 0.826 · 10−3

vitesse caractéristique : Q∗ 4.2647 · 10−5 m/sec

coefficient de la diffusion: D∗ 1.436 · 10−10 m2/sec

nombre de Peclet longitudinal: Pe= LRQ∗

D∗
= 0.94738 · 105

α = log Pe/ log(1/ε) = 1.614172

nombre de Peclet transversal: PeT = HQ∗

D∗
= 0.7825358 · 102

Table 1: A. Valeurs des paramètres pour l’exemple de Taylor
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1er exemple de Taylor :t∗ = 11220 sec.

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

’pbreel’
’taylor’

’moyenne’

Figure 5: t∗ = 11220 sec., α = 1.614172, ε = 0.000823 .
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1er exemple de Taylor :t∗ = 11220 sec.
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 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1
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Figure 6: t∗ = 11220 sec., α = 1.614172, ε = 0.000823 .
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2nd exemple de TAYLOR : t∗ = 240 sec

PARAMETRES VALEURS

Épaisseur du tuyau: H 2.635 · 10−4 m,

Longueur caractéristique : LR 0.632 m

ε = H/LR 0.41693 · 10−3

vitesse caractéristique: Q∗ 0.393 · 10−2 m/sec

coefficient de la diffusion : D∗ 0.6 · 10−9 m2/sec,

nombre de Peclet longitudinal : Pe= LRQ∗

D∗
= 4.1396 · 106

α = log Pe/ log(1/ε) = 1.95769

nombre de Peclet transversal : PeT = HQ∗

D∗
= 1.72592 · 103

Table 2: B. Les paramètres pour le temps caractéristique 240

sec
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2nd exemple de TAYLOR : t∗ = 240 sec

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1
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 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1
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Figure 7: t∗ = 240 sec, α = 1.95769,ǫ = 0.000417
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2nd exemple de TAYLOR : t∗ = 240 sec
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 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1
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Figure 8: t∗ = 240 sec, α = 1.95769,ǫ = 0.000417
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Réactions surfaciques

Dans ce cas la condition aux limites est :

−D∗∂y∗c∗ =
∂ĉ

∂t∗
= k̂∗(c∗ − ĉ/Ke) en z = ±H, (27)

Le pb. effectif devient alors :
(DIM)























































∂t∗(c
∗ + ĉ

H ) + (2Q∗

3 + 2Q∗DaT

45 )∂x∗c∗ − D∗(1+

8

945
Pe2

T )∂x∗x∗c∗ =
2Q∗DaT

45Ke
∂x∗ ĉ in (0,+∞) × (0, T )

(1 + 1
3DaT )∂t∗ ĉ = k̂∗(c∗ + 2HPeT

45 ∂x∗c∗ − ĉ
Ke

)

in (0,+∞) × (0, T )

c|x=0 = 0, c|t=0 = 1, ∂xc ∈ L2((0,+∞) × (0, T )).
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Données

PARAMETRES VALEURS

Épaisseur du tuyau: H 0.5 · 10−2 m,

Longueur caractéristique : LR 0.632 m

ε = H/LR 0.7911 · 10−2

vitesse caractéristique : Q∗ 0.3 · 10−2 m/sec

coefficient de la diffusion: D∗ 0.2 · 10−6 m2/sec

le nombre de Peclet longitudinal: Pe= LRQ∗

D∗
= 9.48 · 103

α = log Pe/ log(1/ε) = 1.670972

le nombre de Peclet transversal: PeT = HQ∗

D∗
= 75

vitesse caractéristique de la réaction: k̂∗ = εQ∗ = 0.237 · 10−4 m/sec

le nombre de Damkohler transversal Damkohler: DaT 0.5933

Table 3: Valeur des paramètres au cas A2: le transport avec
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Réactions surfaciques :t∗ = 100 sec.
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Figure 9: Comparaison aux temps t∗ = 100,t∗ = 211, t∗ =
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Réactions surfaciques :t∗ = 100 sec.
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Figure 10: Comparaison au temps t∗ = 100 sec.
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Réactions surfaciques :t∗ = 211 sec.
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Réactions surfaciques :t∗ = 350 sec.
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Figure 12: Comparaison au temps t∗ = 350 sec.
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Taux d’adsorption infiniei : k̂∗ = +∞
Ce cas correspond à une vitesse d’adsorption infinie.

−D∗∂zc
∗ = Ke

∂c∗

∂t∗
sur z = ±H, (28)
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Taux d’adsorption infiniei : k̂∗ = +∞
Ce cas correspond à une vitesse d’adsorption infinie.

−D∗∂zc
∗ = Ke

∂c∗

∂t∗
sur z = ±H, (31)

Le problème effectif devient :

(1 + DaK)
∂c∗,eff

K

∂t∗
+

2Q∗

3

∂c∗,eff
K

∂x∗
=

D∗
(

1 +
4

135
Pe2

T [
2

7
+

DaK(2 + 7DaK)

(1 + DaK)2
]
)∂2c∗,eff

K

∂(x∗)2
. (32)

PeT = Q∗H
D∗

et DaK = Ke

H . Pour la moyenne transversale on

(1 + DaK)∂t∗c
moy
K +

2Q∗

3
∂x∗cmoy

K − D∗∂x∗x∗cmoy
K = 0 (33)
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k̂∗ = +∞

PARAMETERS VALUES

Epaisseur du tuyau : H 5. · 10−3 m,

Longueur caractéristique : LR 0.8632 m

ε = H/LR 5.7924001 · 10−

vitesse caractéristique: Q∗ 0.3 · 10−3 m/sec

coefficient de la diffusion: D∗ 2. · 10−7 m2/sec

le nombre de Peclet longitudinal: Pe= LRQ∗

D∗
= 1.2948 · 105

α = log Pe/ log(1/ε) = 1.83815052

le nombre de Peclet transversal: PeT = HQ∗

D∗
= 75

le nombre de Damkohler transversal: DaT = Ke

H
= 1

Table 4: Valeurs des paramètres dans le cas k̂∗ = +∞Exposé aux Journées Scientifiques du Gpt MoMaS, Université Lyon 1, 4-5 Novembre 2008 – p. 34/45



k̂∗ = +∞
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Figure 13: Comparaisons aux tps t = 863, t = 2877,t = 5755

sec.
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k̂∗ = +∞,t = 863 sec.
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Figure 14: Comparaisons au temps t = 863 sec.
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k̂∗ = +∞,t = 2877 sec.
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Figure 15: Comparaisons au temps t = 2877 sec.
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k̂∗ = +∞,t = 5755 sec.
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Figure 16: Comparaisons au temps t = 5755 sec.
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CasK = +∞
Ce cas correspond à une réaction de surface irréversible
d’ordre 1.
La condition au limite devient :

−D∗∂zc
∗ = k̂∗c∗ en z = ±H, (34)

Le système effectif est alors :






























∂tc
eff + (

2Q∗

3
+

4Q∗DaT

45
)∂xceff+

k̂∗

H
(1 − DaT

3
)ceff − D∗(1 +

8

945
Pe2

T )∂xxceff = 0

in (0,+∞) × (0, T )

(35)
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CasK = +∞
Le problème moyenné simplement devient :















∂tc
moy +

2Q∗

3
∂xc

moy +
k̂∗

H
cmoy − D∗∂xxcmoy = 0

in (0,+∞) × (0, T ) (36)

On impose k̂∗ = Q∗/400.
On considère les conditions initiales et aux limites
suivantes :

ceff |x=0 = 0, ceff |t=0 = 1.

Rmq : On dispose à nouveau d’une solution explicite
intégrale pour ces 2 problèmes.
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CasK = +∞
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Figure 17: Comparaisons aux temps t = 50, 70, 100s
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PERSPECTIVES:

Numériquement :
Tester le cas non linéaire :

−D∗∂y∗c∗ =
∂ĉ

∂t∗
= k̂∗(Φ(c∗) − ĉ/Ke) sur z = ±H,

Conditions aux limites plus générales (Cond. aux
Limites de Danckwets)

Obtenir l’équation efficace pour une chimie plus
compliquée et pour de domaines bornés.

Généralisation aux milieux poreux réalistes
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P1

Passons maintenant aux cas non-linéaires. La condition (2
est maintenant remplacée par

−D∗∂y∗c∗ =
∂ĉ

∂t∗
= k̂∗(Φ(c∗) − ĉ/Ke) sur z = ±H, (37)

où k̂∗ représente le taux de l’adsorption et Ke la constante
d’équilibre pour l’adsorption. Exemples de Φ sont

Φ(c) =
k1c

1 + k2c
(Langmuir) ; Φ(c) = k1c

k2 (Freundlich

(38)
Dans la forme non-dimensionnelle, (37) devient
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P2

−Dεα−2∂cε

∂y
=

∂cε
s

∂t
= k(Φ(cε) − cε

s/K)|y=1 dans Γ+ × (0, T )

(39)
La forme non-dimensionnelle du problème efficace est

∂t

(

c0
FN +

TA

Treact
ceff
sN

)

+
2Q

3
∂x

(

c0
FN +

1

15D

TT

Treact
Φ(c0

FN )
)

=

εα(D +
8

945

Q2

D
ε2(1−α))∂xxc0

FN +
2Q

45D

TATT k∗d
Treact

∂xc
eff
sN , (40)

∂tc
eff
sN =

TL

TA

(

Φ(c0
FN + ε2−αc1

FN |y=1) − k∗dTAc0
sN

)

, (41)

c1
FN |y=1 =

2

45

Q

D
∂xc0

FN − TA

3DTreact
∂tc

eff
sN , (42)
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P3

c0
FN |x=0 = 0, c0

FN |t=0 = 1, ceff
SN |t=0 = cs0. (43)

La forme dimensionnelle:

∂t∗(c
∗
N +

ĉN

H
) + ∂x∗(

2Q∗

3
c∗N +

PeT

15
Φ̂(c∗N )) =

D∗(1 +
8

945
Pe2

T )∂x∗x∗c∗N +
2k∗dPeT

45
∂x∗ ĉN (44)

∂t∗ ĉN = Φ̂(c∗N + PeT c̃1
N ) − k∗d ĉN (45)

c̃1
N =

2H

45
∂x∗c∗N − 1

3
∂t∗ ĉN , (46)

où PeT =
Q∗H

D∗
est le nombre de Peclet transversal.
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