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1. Structure des argiles gonflantes : milieux̀a trois échelles

“Micro échelle” −→ “M ésóechelle” −→ “Macro échelle”
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2. De la micróechelleà la mésóechelle

“Micro échelle” −→ “M ésóechelle”
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• Hypothèses
∗ Milieu poreux : saturé par un fluide newtonien
∗ Sel monovalent :Na+, Cl−

∗ Gonflement osmotique :forcesélectrostatiques pŕedominantes
∗ Phase solide :́elastique

• Inconnues

Vitesse du fluide v Pression p

Potentiel électrique Φ Cations c+ Anions c−

Déplacement solide u
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• Changement de variables
∗ Solution ⇋ Bulk

solution bulk

c+, c− cb

Φ ψb

p pb

Φ = ϕ︸︷︷︸
double couche

+ ψb︸︷︷︸
courant

c± = cb exp

(
∓
F ϕ

RT

)

∗ Pression du bulk

pb = p− 2RT

(
c+ + c−

2
− cb

)

︸ ︷︷ ︸
Pression de Donnan

= p− 2RT cb

[
cosh

(
F ϕ

RT

)
− 1

]
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• Technique math́ematique : développement multíechelle

∗ Milieu à deuxéchelles spatiales :microscopiqueℓ (y) ; macrosopiqueL (x).

∗ Séparation deséchelles :ǫ =
ℓ

L
<< 1 ; x et y : variables indépendantes.

∗ Milieu p ériodique (cellule-unitéY)

∗ Dérivée spatiale : ∇ = ∇x +
1

ǫ
∇y (L : longueur de référence)

∗ Expansion asymptotiqueà deuxéchelles :θ(x, y, t) =
∑k=∞

k=0 ǫk θk(x, y, t)
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∗ Valeurs de référence :θref

θ⋆ =
θ

θref

= O(1)

∗ Mise deséquations sous forme adimensionnelle

∗ Valeurs du bulk : cb, ψb, pb

– variables lentes : ind́ependantes dey à l’ordre O
(
ǫ0

)

– continuesà l’interface avec le bulk
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• Equations à résoudre




• Equation de Poisson dansYf

ǫ2 ∇2(ϕ+ ψb) = −
F (c+ − c−)

ε̃ ε̃0
, c± = cb exp(∓ϕ) et ϕ =

F ϕ

RT

E = −ǫ ∇(ϕ+ ψb)

• Equations de Stokes dansYf

0 = ∇ .v

0 = −∇pb − 2RT (coshϕ− 1) ∇cb + 2RT cb sinhϕ∇ψb + ǫ2µf∇
2
v

• Transport des ions(∗) dansYf

∂

∂t
[exp (∓ϕ) cb] + ǫm ∇ . (exp (∓ϕ) cb v) = ∇ .

[
D± exp (∓ϕ)

(
∇cb ± cb∇ψb

)]

• Déformation du solide dansYs

∇ . σs = 0 σs = cs E(u)

(∗) Nombre de Ṕeclet : Pe =
vrefL

D±

= O (ǫm); m = 1 (diffusion); = 0 (+ convection)
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• Procédure d’homoǵenéisation

Loi de Darcy généralisée

Darcy osmose chimique électro-osmose

v
0
D ≡

〈
v

0 − ∂u0/∂t
〉

=
︷ ︸︸ ︷〈
v

0
p − ∂u0/∂t

〉
+

︷ ︸︸ ︷〈
v

0
c

〉
+

︷ ︸︸ ︷〈
v

0
e

〉

= −KP ∇x p
0
b − KC∇x c

0
b − KE∇x ψ

0

b

∗ Valeur moyenne : 〈θf 〉 =
1

|Y |

∫

Yf

θf dY

∗ Problèmes de fermeture pour calculerKP , KC , KE

m = 1 : KP = perméabilité hydraulique ; m = 0 : KP inclut des effetsélectrovisqueux.

∗ Exemple : 2 plaques parall̀eles distantes de2H

– Profils de vitesse
– CoefficientsKP , KC , KE
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: Longueur de Debye



Rencontre des GDR MoMaS et PARIS, Institut Henri Poincaré, Paris, 26 mars 2007 11'
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Transport des ions

∂

∂t

(
φG∗

± c
0
b

)
+ ∇x . J0

± = 0

avec J0
± ≡ G∗

± c
0
b v

∗0
± − φ

(
Dc

±∇xc
0
b ± De

±c
0
b ∇xψ

0

b + D
p
±∇xp

0
b

)

∗ Problèmes de fermeture pourf± et h±

p,c,e

G∗
± =

〈
exp

(
∓ϕ0

)〉f
; G∗

± v
∗0
± =

〈
exp

(
∓ϕ0

)
v

0
〉

D
p
± = D±

〈
exp(∓ϕ0)∇yh±

p

〉f
; D

c,e
± = D±

〈
exp

(
∓ϕ0

) (
I + ∇yf± + ∇yh±

c,e

)〉f

∗ Exemple : deux plaques parall̀eles distantes de2H

• Dc
± = De

±

• Dp
± = 0
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∗ Formulation alternative

J0 ≡ J0
+ + J0

− = 2 c0b v
0
D + J0

d I0
e ≡ F (J0

+ − J0
−)

– Relations de ŕeciprocité de Onsager



v
0
D

J0
d

I0
e


= −




LPP LPC LPE

LCP LCC LCE

LEP LEC LEE







∇xp
0
b

RT∇x ln c0b

∇xψ
0
b




– Symétrie des coefficients ?
Si le potentielélectrochimique ne fluctue pas au travers des micropores :

LPP = LT
PP LCC = LT

CC LEE = LT
EE

LPC = LT
CP LPE = LT

EP LCE = LT
EC
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Equilibre m écanique

∗ Pression de disjonctionπ0

π0 = −

∫ ϕ0

0

F
(
c+ 0 − c− 0

)
dϕ

︸ ︷︷ ︸
=R T (c+ 0+ c− 0−2 c0

b
)

I −
ε̃ ε̃0
2

(
2E

0
E

0 − (E0)2 I
)

︸ ︷︷ ︸
τ0

M

pression de Donnan tenseur de Maxwell

∗ Tenseur des contraintes totales

∇x . σ0
t = 0

∗ Principe de Biot-Terzaghi modifié

σ0
t = − p0

b (φ I − 〈cs . Ey(ζ)〉)︸ ︷︷ ︸
pression du pore

+ 〈cs . (I + Ey(ξ))〉. Ex(u0)︸ ︷︷ ︸
contraintes de contact

− Π
0

︸︷︷︸
tenseurde gonflement

∗ Tenseur de gonflement

Π
0 = −(1 − φ)

〈
cs .Ey(u1

π)
〉s

︸ ︷︷ ︸
solide

+φ〈π0〉f︸ ︷︷ ︸
fluide
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∗ Expérience de Philip Low
– Particules d’argile alignées sans contact
– Pas de contrainte de contact dans la loi macroscopique

Π = (P − pb) I
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π2
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ǫ ǫ0

(
RT

F H

)2
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• Equations à la mésóechelle dans les particules d’argile

∗ Inconnues : u, pb, cb, ψb, φ (“b” ≡ valeur dubulk)

∗ Modèleà deuxéchelles (∇ ≡ ∇x ; l’exposant “0” est sous-entendu)




∇ . σt = 0 Equilibre m écanique

σt = −pb I + C E(u) − Π Principe de Terzaghi

∇.vD + ∇ .
∂u

∂t
= 0 Conservation masse totale

∂φ

∂t
= (1 − φ)∇ .

∂u

∂t
Conservation fluide

∂

∂t

(
φGc cb

)
+ ∇ .

(
2 cb vD + φGc cb

∂u

∂t
+ Jd

)
= 0 Transport des ions

∇ . Ie = 0 Bilan charge électrique

vD = −LPP ∇ pb −RT LPC∇ ln cb − LPE∇ψb Loi de Darcy

Jd = −LCP ∇pb −RT LCC∇ ln cb − LCE∇ψb Loi de Fick

Ie = −LEP ∇pb −RT LEC∇ ln cb − LEE∇ψb Loi d’Ohm
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3. De la ḿesóechelleà la macroéchelle

“M ésóechelle” −→ “Macro échelle”
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• Equations dans les macropores (fissures)
∗ Fluide (Stokes)





∇. σf = 0

σf = −Pf I + 2µf E (V f ) dansΩf

∇. V f = 0

∗ Equations de transport C+
f = C−

f ≡ Cf





2
∂Cf

∂t
+ ∇. (2Cf V f + Jf ) = 0 Transport du sel

∇. If = 0 Conservation de la charge

Jf = −2
(
Df∇Cf + ∆f Cf∇Ψf

)
avec Ψf =

F Ψf

RT
If = −2F

(
∆f ∇Cf +Df Cf∇Ψf

)

Df =
Dw+ + Dw−

2
et ∆f =

Dw+ −Dw−

2
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• Conditions à l’interface : sur Γfs

∗ Continuit é
(

V fs = V f −
∂u

∂t

)

Particules Macropores

pression : pb = Pf

concentration : cb = Cf

potentiel électrique : ψb = Ψf

flux liquide : vD. N = V fs. N

flux diffusif sel : Jd. N = Jf . N

charge : Ie. N = If . N

contrainte : σt. N = σf . N
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∗ Glissement

– Interface électriquement charǵee

– Double couchéelectrique très fineà l’interface

– Glissement de la vitesse tangentielle

(vD − V fs) . τ = V match. τ

V match = −Kf∞
E ∇Ψf −Kf∞

C ∇Cf

Kf∞
E =

ε̃ ε̃0ζ

µf

(Smoluchovski)

Kf∞
C =

8RTL2
D

µf

ln cosh(
ζ

4
) (Derjaguin)
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• Modèleà double porosit́e

∗ Homogénéisation ṕeriodique
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
x macróechelle (L) variable lente

y microéchelle (ℓ) variable rapide

ǫ =
ℓ

L
≪ 1

∇ =
1

ǫ
∇y + ∇x

Cellule-unit́e ṕeriodique: Y = Yf

⋃
Ys

∗ Dans les particules d’argile :



v
1
D

J1
c

I1
e


= −ǫ2




LPP LPC LPE

LCP LCC LCE

LEP LEC LEE







∇yp
0
b

RT∇y ln c0b

∇yψ
0
b



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• Transport des ions
∗ Transport du sel

2
∂

∂t

(
nfC

0
f

)
+ ∇x .

[
2C0

f V 0
Df −

(
D

eff
f ∇x C

0
f + ∆

eff
f C0

f∇Ψ
0

f

)]
= −

∂

∂t

〈
φ0Gcc

0
b

〉

où D
eff
f ≡ DfΛ ∆

eff
f ≡ ∆f Λ

avec Λ = 〈I + ∇yf〉 : tenseur de tortuosit́e
où f est solution de :





∇2f = 0 dansYf

−N. (I + ∇yf) = 0 sur∂Yfs.

C1
f = f.∇xC

0
f à une fonction pr̀es dex et t.

(diffusion linéaire dans les macropores avec des particules imperméables)

∗ Conservation de la chargéelectrique

∇x .
(
∆

eff
f ∇xC

0
f + C0

f D
eff
f ∇xΨ

0

f

)
= 0
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• Loi de Darcy

∗ Glissementà la paroi :

V 0
fs . τ =

[
Kf∞

E (I + ∇yf)∇xΨ0
f +Kf∞

C (I + ∇yf)∇xC
0
f

]
. τ sur∂Yfs .

∗ Lin éarité de Stokes : V 0 = V 0
p + V 0

e + V 0
c

∗ Problème enV 0
p : Darcy classique

∗ Problème enV 0
e (ou V 0

c) :




µf△yyV 0
e − ∇yP

1
e = 0 ∇y.V 0

e = 0 dansYf

V 0
e · N = 0 V 0

e · τ = −Kf∞
E (I + ∇yf)∇xΨ0

f · τ sur∂Yfs

∗ Solution : V 0
e = −Kf∞

E (I + ∇yf)∇xΨ0
f

∗ Loi de Darcy :

V 0
Df = −K

f
P ∇x P

0
f − K

f
C∇x C

0
f − K

f
E∇x Ψ0

f

K
f
C = Kf∞

C Λ K
f
E = Kf∞

E Λ (Smoluchovski)
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• Conservation de la masse totale

∗ Int égration de la conservation de la masse dans les macropores :

〈
∇x.V 0

f

〉
=−

〈
∇y.V 1

f

〉
=

1

|Y |

∫

∂Yfs

V 1
f . NdΓ =

1

|Y |

∫

∂Yfs

(
∂u1

∂t
+ v

1
D

)
. NdΓ =

1

|Y |

∫

Ys

∇y .

(
∂u1

∂t
+ v

1
D

)
dY = −

1

|Y |

∫

Ys

∇x .
∂u0

∂t
dY = −

〈
∇x.

∂u0

∂t

〉

N : normale ext́erieure aux particules ; nf : fraction volumique de macropores.

∗ En introduisant la vitesse de Darcy macroscopique :V 0
Df =

〈
V 0

f

〉
− n0

f

∂u0

∂t

∇x .
∂u0

∂t
+ ∇x . V 0

Df = 0
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• Equilibre m écanique

∗ Int égration deséquations d’́equilibre sur la cellule-unité

∇x . 〈σ0
t 〉 = ∇x .〈σ0

e〉 − ∇x〈p
0
b〉 − ∇x . 〈Π0〉 = −

1

|Y |

∫

Ys

∇y . σ1
t dY =

−
1

|Y |

∫

∂Yfs

σ1
t N dΓ= −

1

|Y |

∫

∂Yfs

σ1
fN dΓ=

1

|Y |

∫

Yf

∇y . σ1
f dY=

1

|Y |

∫

Yf

∇xP
0
f dY=

〈
∇xP

0
f

〉

∗ Equation d’ équilibre mécanique

∇x .
[(

1 − n0
f

) 〈
σ0

e − p0
b I − Π

0
〉s

− n0
f P

0
f I

]
= 0

σ0
e = C

(
Ex(u0) + Ey(u1)

)

∗ Condition à la limite mécanique sur∂Yfs

C
[
Ex(u0) + Ey(u1)

]
N = Π

0N
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• Bilan de masse pour la phase fluide

∗ A l’ordre O(1) :

∂n0
f

∂t
− (1 − n0

f )∇x .
∂u0

∂t
= −

〈
1

1 − φ0

∂φ0

∂t

〉

qui combinée avec la conservation de la masse totale donne :

∂n0
f

∂t
+ (1 − n0

f )∇x . V 0
Df = −

〈
1

1 − φ0

∂φ0

∂t

〉

n0
f : fraction volumique de macropores

φ0 : porosité interne des particules
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Récapitulation du modèleà double porosit́e





∇x. σ0
T = 0 Equilibre m écanique

σ0
T = (1 − n0

f )
(
CEx(u0) + C

〈
E(u1)

〉s
−

〈
p0

b

〉s
I −

〈
Π

0
〉s

)
− n0

f P
0
f I

∇x.
∂u0

∂t
+ ∇x. V 0

Df = 0 Conservation masse totale

V 0
Df = −K

f
P ∇xP

0
f − K

f
C ∇xC

0
f − K

f
E ∇xΨ0

f

∂n0
f

∂t
+

(
1 − n0

f

)
∇x. V 0

Df = −

〈
1

1 − φ0

∂φ0

∂t

〉
Conservation masse fluide

2
∂

∂t

(
n0

f C
0
f

)
+ ∇x. J0

F = −
∂

∂t

〈
φ0Gc c

0
b

〉
Conservation masse esp̀eces

J0
F = 2C0

f V 0
Df − 2

(
D

eff
f ∇xC

0
f + ∆

eff
f C0

f ∇xΨ
0

f

)

∇x. I0
F = 0 Conservation de la charge

I0
F = −2F

(
∆

eff
f ∇xC

0
f + D

eff
f C0

f ∇xΨ
0

f

)
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et dans les particules d’argile




∇y.
(
C Ey

(
u

1
))

− ∇yp
0
b − ∇y.Π0 = 0

∇y.v1
D + ∇y.

∂u1

∂t
= −∇x.

∂u0

∂t
∂φ0

∂t
−

(
1 − φ0

)
∇y.

∂u1

∂t
=

(
1 − φ0

)
∇x.

∂u0

∂t
∂

∂t

(
φ0Gc c

0
b

)
+ ∇y. J1

d + 2 ∇y.
(
c1b v

1
D

)
= 0

∇y. I1
e = 0

v
1
D = −LPP ∇yp

0
b − LPC ∇yc

0
b − LPE ∇yψ

0
b

J1
d = −LCP ∇yp

0
b − LCC ∇yc

0
b − LCE ∇yψ

0
b

I1
e = −LEP ∇yp

0
b − LEC ∇yc

0
b − LEE ∇yψ

0
b

avec les conditions limites suivantes




C
(
Ex(u0) + Ey(u1)

)
N = Π

0N

p0
b = P 0

f c0b = C0
f ψ0

b = Ψ0
f
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• Modèleà trois échelles quasi permanent

∗ Equilibre instantanéentre les “particules” and les “macropores”

p0
b(x,y, t) ≡ P 0

f (x, t); c0b(x,y, t) ≡ C0
f (x, t); ψ0

b (x,y, t) ≡ Ψ0
f (x, t); φ0(x,y, t) =???

∗ Fermeture pour l’ équilibre mécanique




∇y.
(
C Ey(u1)

)
− ∇y.Π0 = 0 dans Ys

C
[
Ex(u0) + Ey(u1)

]
N = Π

0 N sur ∂Yfs

u
1(x,y, t) = ξ(y) :Ex

(
u

0(x, t)
)

+ u
1
π(x,y, t) + û(x, t)

∇y. (C Ey (ξ)) = 0 ∇y.
(
C Ey(u1

π)
)

= ∇y.Π0 dans Ys

(C Ey (ξ)) N = −C (I ⊗ I)N C Ey(u1
π)N = Π

0 N sur ∂Yfs

∗ Décomposition de Terzaghi pour l’approximation quasi stationnaire

σ0
T = −P 0

f I + Ceff
Ex(u0) − Π

eff

∗ Propri étés homoǵenéiśees

Ceff ≡ 〈C [I ⊗ I + Ey(ξ)]〉 et Π
eff ≡

〈
Π

0 − C Ey

(
u

1
π

)〉
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• Tenseur macroscopique de gonflementΠeff

∗ Problème de fermeture pouru1
π

Si Π
0 = Π

0
(
C0

f (x, t), φ0(x,y, t)
)





∇y.
(
C Ey(u1

π)
)

=
∂Π0

∂φ0
∇yφ

0 dans Ys

C Ey(u1
π)N = Π

0 N sur ∂Yfs

∗ Equation pour la porosité interne des particulesφ0

1

1 − φ0

∂φ0

∂t
=

∂

∂t

(
∇x.u0

)
+ (∇y . ξ) :

∂

∂t
Ex(u0) +

∂

∂t

(
∇y.u1

π

)

∗ Tenseur de gonflementΠeff

Π
eff ≡

(
1 − n0

f

) 〈
Π

0 − C Ey

(
u

1
π

)〉s
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• Conclusion: mod̀eleà double porosit́e quasi stationnaire




∇x. σ0
T = 0 Equilibre m écanique

σ0
T = −P 0

f I + Ceff
Ex(u0) − Π

eff Principe de Terzaghi

∇x.
∂u0

∂t
+ ∇x. V 0

Df = 0 Conserv. masse totale

V 0
Df = −K

f
P ∇xP

0
f − K

f
C ∇xC

0
f − K

f
E ∇xΨ0

f Loi de Darcy
∂n0

f

∂t
+

(
1 − n0

f

)
∇x. V 0

Df + α :
∂

∂t
Ex(u0) = −

〈
∇y.

∂u1
π

∂t

〉
Conserv. fluide

∂

∂t

[(
2n0

f +
〈
φ0Gc

〉)
C0

f

]
+ ∇x.

(
2C0

f V 0
Df + J0

F

)
= 0 Transport sel

J0
F = −

(
D

eff
f ∇xC

0
f + ∆

eff
f C0

f ∇xΨ
0

f

)
Loi de Fick

∇x. I0
F = 0 Conserv. chargeélectrique

I0
F = −2F

(
∆

eff
f ∇xC

0
f + D

eff
f C0

f ∇xΨ
0

f

)
Loi d’Ohm

+ le problème pŕećedent pouru1
π et φ0 dans les “particules”.
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