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Calcul des coef�cients homog énéis és
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Résultats num ériques

1 Mod�ele

2 Rappels sur les ondes de Bloch

3 RÂesultats thÂeoriques

4 Calcul des coef�cients homog ÂenÂeisÂes

5 RÂesultats numÂeriques
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FIG.: Milieu poreux
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FIG.: IdÂealisation pÂeriodique du milieu poreux 
 � = RN n [ j2 ZN � Tj
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8
>>><

>>>:

@u
@t � div(A(x)r u) + b(x) � r u = 0 dans 
 � � (0; T )

A(x)r u � n + ku = 0 sur @
 � � (0; T )

u(0; x) = u0(x) dans 
 �

(1)

u(t; x) est la concentration en esp �ece chimique dans le
�uide

A(x) est la matrice de diffusion mol Âeculaire

b(x) est le champ de convection du �uide

k caractÂerise la chimie sur le bord du pore
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� =
l
L

l � nombre caractÂeristique microscopique
L � nombre caractÂeristique macroscopique

Pel =
lV0

D
; PeL =

LV0

D

Dal =
lk
D

; DaL =
Lk
D

hypoth �ese Pel = O(1); Dal = O(1)
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Hypoth �eses
Estimations a priori
But de l'expos é

D'o �u les Âequations adimensionn Âees :

8
<

:

@u�
@t � div(A( x

� )r u� ) + � � 1b( x
� ) � r u� = 0 dans 
 � � (0; T )

A( x
� )r u� � n + k

� u� = 0 sur @
 � � (0; T )
u� (0; x) = u0(x) dans 
 �

(2)
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Le milieu est in�ni et purement p Âeriodique.

Le milieu est saturÂe en eau.

A(y) et b(y) sont des fonctions born Âees. Aucune
hypoth �ese sur div(b).

A(y) est uniformÂement coercive :

A(y)� � � � � j � j2;

pour tout � 2 RN
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Aucune ”bonne” estimation en g ÂenÂeral !

EgalitÂe d' Âenergie :

1
2

d
dt

ku� k2
L2(
 � ) +

Z


 �

A(
x
�

)r u� � r u� dx +
k
�

Z

@
 �

ju� j2ds

�
1

2� 2

Z


 �

(divy b)(
x
�

)jr u� j2dx = 0

Si la donnÂee initiale est uniformÂement bornÂee dans L2(
 � ),
alors il n'est pas sûr que ku� (t)kL2(
 � ) � C, ou bien, au
contraire, on peut avoir lim� ! 0 ku� (t)kL2(
 � ) = 0.
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Construire une solution particuli �ere

u� (t; x) = e�
� 1
� 2 t

�
 1(

x
�

)v(t; x �
U?

�
t) + O(� )

�

o �u v(t; x) est la solution du probl �eme homogÂenÂeisÂe :

@v
@t

� div(A?r v) = 0 dans RN ;

et (� 1;  1) est la 1 �ere valeur propre et fonction propre de
8
<

:

� div(Ar  1) + b � r  1 = � 1 1 dans Y n T

Ar  1 � n + k 1 = 0 sur @T
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ONDES DE BLOCH
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DÂecomposition de type Fourier, tr �es utile en mÂecanique
quantique.
Lemme 1. Pour toute fonction u(y) 2 L2(RN) il existe une
unique fonction û(y; � ) 2 L2(Y � Y ) telle que

u(y) =
Z

Y
û(y; � )e2i� � �y d� :

La fonction y ! û(y; � ) est Y -pÂeriodique tandis que la fonction
� ! e2i� � �y û(y; � ) est Y -pÂeriodique. De plus, l'application
Bu = û, appelÂee transf orm Âee de Bloc h, est une isom Âetrie de
L2(RN) dans L2(Y � Y ), i.e. vÂeri�e la formule de Parseval pour
tout u; v 2 L2(RN)

Z

RN
u(y)v(y) dy =

Z

Y

Z

Y
û(y; � )v̂ (y; � ) dy d� :
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Cas auto-adjoint
Cas non auto-adjoint

Application �a la rÂesolution d'e.d.p. �a coef�cients pÂeriodiques :

� divy

�
A(y)r yu

�
+ c(y)u = f dans RN ;

est Âequivalent �a la famille d'e.d.p. indexÂees par � 2 Y

� (divy + 2i� � )
�

A(y)(r y + 2i� � )Bu
�

+ c(y)Bu = Bf dans Y ;

Ce dernier opÂerateur est auto-adjoint, compact sur L2(Y ) donc
diagonalisable dans une base Hilbertienne de vecteurs propres.

Grégoire ALLAIRE, Annelise RAPHAEL CMAP, Ecole PolytechniqueHomog énéisation d'un mod �ele de convection-diffusion avec chimie/adsorption en milieu poreux



Mod �ele
Rappels sur les ondes de Bloch

Résultats th éoriques
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Probl �eme spectral de Bloch :

� (divy+ 2i� � )
�

A(y)(r y + 2i� � ) n

�
+ c(y) n = � n(� ) n dans Y :

Si A est auto-adjointe (coercive), il existe une suite de valeurs
propres (� n)n� 1 et de vecteurs propres ( n)n� 1, normalisÂes par
k nkL2(Y ) = 1, qui forment une base Hilbertienne de L2(Y ).

On appelle onde de Bloc h une fonction du type
� n(y) =  n(� ; y)e2i� � �y qui vÂeri�e

� divy
�
A(y)r y � n

�
+ c(y)� n = � (� )� n dans RN :
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Lemme 2. 8 u(y) 2 L2(RN), 9 ûn(� ) 2 L2(Y ), n � 1, tel que

u(y) =
X

n� 1

Z

Y
ûn(� ) n(y; � )e2i� � �yd� :

De plus, l'application Bu = (ûn)n� 1, appelÂee transf orm Âee de
Bloc h, est une isomÂetrie de L2(RN) dans `2

�
L2(Y )

�
, i.e. vÂeri�e

la formule de Parseval pour tout u; v 2 L2(RN )
Z

RN
u(y)v(y) dy =

X

n� 1

Z

Y
ûn(� )v̂n(� ) d � :

On peut ainsi compl �etement diagonaliser l'e.d.p. dans RN !
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Que se passe-t-il pour ”notre” e.d.p. qui n'est pas
auto-adjointe ?

8
<

:

� div(Ar u) + b � r u = f dans 


Ar u � n + ku = 0 sur @


avec 
 = RN n [ j2 ZN Tj .

C'est plus compliquÂe : on ne peut pas diagonaliser !
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Résultats num ériques
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Probl �eme spectral de Bloch pour � = 0 et n = 1
8
<

:

� div(Ar  1) + b � r  1 = � 1 1 dans Y n T

Ar  1 � n + k 1 = 0 sur @T

Il y a un principe du maximum pour cette Âequation. On peut
donc appliquer le thÂeor �eme de Krein-Rutman
(Perron-Frobenius) qui donne l'existence de la premi �ere valeur
propre qui, de plus, est simple, et  1 > 0.

Par un argument de perturbation, pour � 2 Y petit, il existe
aussi une premi �ere valeur propre � 1(� ), simple donc dÂerivable
en � .
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Probl �eme adjoint associÂe :
8
>><

>>:

� (divy + 2i� � )
�
AT (r y + 2i� � ) ?

1

�
� (divy + 2i� � )

�
b ?

1

�

= � 1(� ) ?
1 dans Y n T

AT (r y + 2i� � ) ?
1 � n + b � n ?

1 + k ?
1 = 0 sur @T
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Donn Âees initiales bien pr Âepar Âees.

On choisit une condition initiale :

u� (x)( t = 0) = � � N
Z

Y
� (

�
�

) 1(
x
�

; � )e2i� � � x
� d�

avec � (� ) fonction �a support compact qui est la transform Âee de
Fourier d'une fonction positive v 0(x), et  1(y; � ) la premi �ere
fonction propre du probl �eme de Bloch.
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Comme � a un support compact, on peut faire un
dÂeveloppement de Taylor en � au voisinage de 0 :

u� (x)( t = 0) = � � N
Z

Y
� (

�
�

)
�

 1(
x
�

; 0) + O(� )
�

e2i� � � x
� d�

= v0(x) 1(
x
�

; 0) + O(� )

On obtient une donn Âee initiale positive, pÂeriodiquement
oscillante !
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ThÂeor �eme

Pour ces données initiales ”bien préparées”, la solution véri�e :

u� (t; x) = e�
� 1(0)

� 2 t
�

	 1(
x
�

; 0)v(t; x �
U?

�
t) + O(� )

�

o �u v(t; x) est la solution du probl �eme de diffusion homogénéisé
suivant :

@v
@t

� div(A?r v) = 0

v(x; t = 0) = v0(x)
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avec les coef�cients homogénéisés donnés par :

U? =
1

2i�
r � � 1(0)

vitesse de convection macroscopique

A? =
1

8� 2 r � � � 1(0)

matrice de diffusion-dispersion macroscopique
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Méthode
Calcul de la vitesse de convection U?

Calcul de la matrice de diffusion-disper sion homog énéis ée A?

On a obtenu les expressions suivantes :

U? =
1

2i�
r � � 1(0)

A? =
1

8� 2 r � � � 1(0)

Mais on ne veut pas avoir �a dÂeriver numÂeriquement par rapport
au param�etre � .
=) On utilise la rÂegularitÂe de la premi �ere valeur propre pour
dÂeriver les probl �emes de Bloch et obtenir des expressions
intÂegrales des coef�cients .
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On note A(� ) l'op Âerateur de Bloch dans le probl �eme spectral :

A(� ) 1(� ) = 0

On dÂerive par rapport �a � puisque la 1 �ere valeur propre est
simple.
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A(0)
@	 1

@� k
= 2i� ek � A(y)r y 	 1 + divy (A(y)2i� ek 	 1)

� 2i� b(y) � ek 	 1 �
@� 1

@� k
	 1

L'alternative de Fredholm assure que le membre de droite est
orthogonal au noyau de l'op Âerateur adjoint, engendr Âe par 	 ?

1,
ce qui donne :

(U?)k = �
Z

TN

�	 ?
1ekA(y)r y 	 1dy �

Z

TN

�	 ?
1divy (A(y)ek 	 1)dy

+
Z

TN

�	 ?
1b(y)ek 	 1dy

=) On n'a plus �a dÂeriver par rapport �a � .
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On dÂerive �a nouveau les probl �emes de cellule et on obtient par
des arguments similaires :

(A? )k; l = �
1

8� 2

Z

TN
�	 ?

1
@� 1

@� k
(0)

@	 1

@� l
dy �

1

8� 2

Z

TN
�	 ?

1
@� 1

@� l
(0)

@	 1

@� k
dy

�
i

4�

Z

TN
�	 ?

1 ek A(y)r

 
@	 1

@� l

!

dy �
i

4�

Z

TN
�	 ?

1 el A(y)r

 
@	 1

@� k

!

dy

�
i

4�

Z

TN
�	 ?

1 divy

 

el A(y)
@	 1

@� k

!

dy �
i

4�

Z

TN
�	 ?

1 divy

 

ek A(y)
@	 1

@� l

!

dy

+
1

2

Z

TN
�	 ?

1 	 1el A(y)ek dy +
1

2

Z

TN
�	 ?

1 	 1ek A(y)el dy

+
i

4�

Z

TN
�	 ?

1 b(y)ek
@	 1

@� l
dy +

i

4�

Z

TN
�	 ?

1 b(y)el
@	 1

@� k
dy
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On utilise le logiciel FreeFem++ d ÂeveloppÂe par F.Hecht,
O.Pironneau, A.Le Hyaric, K. Ohtsuka

Ce logiciel utilise la librairie Arpack++(D. Sorensen et al)
pour les probl �emes aux valeurs propres
(http ://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/)

On dÂecentre les ÂelÂements �nis pour le probl �eme convectif
(”streamline diffusion”)

Champ de vitesse dans la direction 1.
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Convergence en maillages pour la valeur propre

FIG.: Maillage de la cellule
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FIG.: convergence en maillage

Grégoire ALLAIRE, Annelise RAPHAEL CMAP, Ecole PolytechniqueHomog énéisation d'un mod �ele de convection-diffusion avec chimie/adsorption en milieu poreux



Mod �ele
Rappels sur les ondes de Bloch

Résultats th éoriques
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On s'appuie sur des calculs rÂealisÂes sur une cellule comparable
de 1981 �a 1994 :

FIG.: Milieu considÂerÂe
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On prend un coef�cient de chimie k = 0 et on observe
l'in�uence du PÂeclet microscopique sur A?
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Influence du Peclet sur la dispersion longitudinale en l'absence de chimie
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On fait varier le Peclet, on regarde A?
11 sur les droites k = 0 et

k = 500 k = 1000
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Influence du Peclet sur Aet11 pour k=0,500,1000
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On regarde l'in�uence du Peclet sur les coef�cients A?
22 et A?

12
pour k=500 :

log(Pe)

A
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On prend des coef�cient de chimie k = 0 et k = 1000 et on
observe l'in�uence du PÂeclet microscopique sur U?
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Grégoire ALLAIRE, Annelise RAPHAEL CMAP, Ecole PolytechniqueHomog énéisation d'un mod �ele de convection-diffusion avec chimie/adsorption en milieu poreux



Mod �ele
Rappels sur les ondes de Bloch

Résultats th éoriques
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On prend un PÂeclet �x Âe Pe = 500 et on Âetudie l'in�uence du
coef�cient de chimie sur A?

11, dispersion longitudinale.
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Influence de la chimie sur Aet11 pour Pe=500
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On prend un PÂeclet �x Âe Pe = 500 et on Âetudie l'in�uence du
coef�cient de chimie sur A?

22, dispersion latÂerale.
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On prend un PÂeclet �x Âe Pe = 500 et on Âetudie l'in�uence du
coef�cient de chimie sur U?
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Pour Pe = 500 on regarde l'in�uence de k sur la valeur propre
� 1 (pour la dÂecroissance de la solution)
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In�uence du nombre de Péclet micr oscopique
In�uence de la chimie
In�uence de la porosit é/géométrie

On essaye sur une gÂeomÂetrie diffÂerente avec une plus grande
surface spÂeci�que , mais en prenant la même porositÂe :

Grégoire ALLAIRE, Annelise RAPHAEL CMAP, Ecole PolytechniqueHomog énéisation d'un mod �ele de convection-diffusion avec chimie/adsorption en milieu poreux



Mod �ele
Rappels sur les ondes de Bloch

Résultats th éoriques
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On regarde alors de nouveau l'in�uence du Peclet sur U ?
x pour

ces deux gÂeomÂetries, en comparant avec la moyenne du
champ de convection microscopique b(y)
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On fait varier la porositÂe en utilisant la même gÂeomÂetrie :
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In�uence du nombre de Péclet micr oscopique
In�uence de la chimie
In�uence de la porosit é/géométrie

Pour Pe = 500 et k = 500, on fait varier la porosit Âe et on
observe la dispersion longitudinale :
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Code utilis é
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Pour Pe = 500 et k = 500, on fait varier la porosit Âe et on
observe la vitesse du �ux de concentration :
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