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FiG.: Iddalisation périodique du milieu poreux = RN n[ joon T;
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8

% @ div(A(X)r u)+ b(x) r u=0dans (0;T)

3 AX)ru n+ku=0sur@ (O;T) 1)
u(0;x) = u%(x) dans

m u(t;x) est la concentration en espece chimique dans le
uide

m A(x) est la matrice de diffusion moléculaire

m b(x) est le champ de convection du uide

m k caractérise la chimie sur le bord du pore
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| nombre caractdristique microscopique
L nombre caractéYistique macroscopique

Vo LV,
Pe = —; PeL= —
'~ D L™ D
Ik Lk
Da, = —; Da = —
'~ D L™ D

hypothese Pe, = O(1);Da; = O(1)
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D'ou les équations adimensionndes :

E @ div(A(®)ru)+ b(*) ru =o0dans (0;T)
AX)ru n+ku=0sur@ (0;T)
u

(2)
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m Le milieu est in ni et purement pédriodique.
m Le milieu est saturden eau.

m A(y) et b(y) sont des fonctions borndes. Aucune
hypothese sur div(b).

m A(y) est uniformément coercive :
A(y) i 5

pour tout 2 RN
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Aucune "bonne” estimation en général !
Egalitdd'énergie :
Z Z
1d 2 X k -
Eaku k|_2( )t A(=)ru rudx+ — o ju jds
1 z X
53 (divyb)(=)ir u j2dx = 0
Si la donnde initiale est uniformément bornde dans L2( ),
alors il n'est pas sOr que ku (t)kz( y C, ou bien, au
contraire, on peut avoir lim, gku (t)k )= 0.
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Construire une solution particuliere
1 X u?
ux)=e 20 J(Svtx )+ 0()

ou v(t;x) est la solution du probleme homogéndisé:

% div(A’r v) = 0 dans RN;

et ( 1; 1) estla lere valeur propre et fonction propre de

8
< div(Ar 1)+br 1= 1 1dansYnT

Ar 1 n+k ;=0sur@
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Rappels sur les ondes de Bloch

Cas auto-adjoint
Cas non auto-adjoint

ONDES DE BLOCH
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Rappels sur les ondes de Bloch

Cas auto-adjoint
Cas non auto-adjoint

Décomposition de type Fourier, tres utile en mécanique
guantique.
Lemme 1. Pour toute fonction u(y) 2 L2(RN) il existe une
unique fonction O(y; ) 2 L2(Y Y) telle que

Z

uly) = Qy; )e* Yd :
Y

La fonctiony ! Q(y; ) est Y -périodique tandis que la fonction
I e YQ(y; ) estY-pdriodique. De plus, I'application
Bu = 0, appelde transf orm de de Bloc h, est une isom étrie de
L2(RN) dans L2(Y Y), i.e. véri e la formule de Parseval pour
tout u;v 2 L2(RV)
Z Z Z
u(y)v(y) dy = OCy; )0(y; )dyd :
RN Y v
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Rappels sur les ondes de Bloch Cas auto-adjoint

Cas non auto-adjoint

Application a la résolution d'e.d.p. a coef cients périodiques :
divy A(y)r yu +c(y)u=f dansR";
est dquivalent a la famille d'e.d.p. indexdes par 2 Y
(divy + 2i ) A(y)(r y+ 2i )Bu + c(y)Bu=Bf dansY;

Ce dernier opérateur est auto-adjoint, compact sur L2(Y) donc
diagonalisable dans une base Hilbertienne de vecteurs propres.
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Rappels sur les ondes de Bloch

Cas auto-adjoint
Cas non auto-adjoint

Probleme spectral de Bloch :
(divy+2i ) A(y)(r y+2i ) n *c(y) n= n() n dansY:

Si A est auto-adjointe (coercive), il existe une suite de valeurs
propres ( n)n 1 et de vecteurs propres ( n)n 1, hormalisés par
k nkiz¢yy = 1, qui forment une base Hilbertienne de L2(Y).

On appelle onde d_e Bloc h une fonction du type
n(Y) = n(;y)e? Y quivdie

divy AY)ry n +¢(y) n= () n dansRV:
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Rappels sur les ondes de Bloch

Cas auto-adjoint
Cas non auto-adjoint

Lemme 2.8u(y) 2 L2(RV), 90,( ) 2 L?(Y),n 1, tel que
x £ ,
ufy) = 0n( ) nly; )62' Yd

nlY

De plus, 'application Bu = (0,), 1, appelde transf orm de de
Bloc h, est une isométrie de L2(RN) dans *, L2(Y) ,i.e.vérie
la formule de Parseval pour tout u;v 2 L2(RN)
z x Z
u(y)v(y)dy = On( )0n( )d :
RN Y

n 1

On peut ainsi completement diagonaliser I'e.d.p. dans RN !
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Rappels sur les ondes de Bloch ©a EuliwEnE

Cas non auto-adjoint

Que se passe-t-il pour "notre” e.d.p. qui n'est pas
auto-adjointe ?

8
< div(Aru)+ b ru=fdans
Aru n+ ku= 0sur@

— N .
avec = RUN[ T

C'est plus compliqué\: on ne peut pas diagonaliser !
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Rappels sur les ondes de Bloch
PP Cas auto-adjoint

Cas non auto-adjoint

Probleme spectral de Bloch pour = Oetn=1
8
< div(Ar 1)+br 1= 1 1dansYnT
Ar 1 n+k {=0sur@

Il'y a un principe du maximum pour cette équation. On peut
donc appliquer le thdoreme de Krein-Rutman
(Perron-Frobenius) qui donne l'existence de la premiere valeur
propre qui, de plus, est simple, et 1> 0.

Par un argument de perturbation, pour 2 Y petit, il existe
aussi une premiere valeur propre 1( ), simple donc déyivable
en
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Rappels sur les ondes de Bloch ©a EuliwEnE

Cas non auto-adjoint

Probleme adjoint associd\:

8
3 (divy+2i )AT(ry+2i )7 (diy+2 )b ]
= 4() 7 dansyYnT

AT(ry+2i )7 n+bni+k =0 sur@
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Préparation des donn ées initiales
Résultats théoriques Théoreme

Coef cients homog énéisés

Donn des initiales bien prdpar des.
On choisit une condition initiale :
Z
X ; x
u)t=0= N (2) (55 )e? d
Y

avec () fonction a support compact qui est la transformde de
Fourier d'une fonction positive v°(x), et 1(y; ) la premiere
fonction propre du probleme de Bloch.
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Préparation des donn ées initiales
Résultats théoriques Théoreme

Coef cients homog énéisés

Comme a un support compact, on peut faire un
développement de Taylor en au voisinage de 0 :
z

u (x)(t = 0) O 100+ 0() eF *d

vox) 1(%;0)+ O()

On obtient une donnée initiale positive, périodiquement
oscillante!
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Préparation des donn ées initiales
Résultats théoriques Théoreme
Coef cients homog énéisés

Thdoreme
Pour ces données initiales "bien préparées”, la solution véri e :

5

st =e 20 Eovex Lo+ o()

ou v(t; x) est la solution du probleme de diffusion homogénéisé
suivant :
@

) div(A’r v) = 0

v(x;t = 0) = vO(x)
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Préparation des donn ées initiales
Résultats théoriques Théoreme
Coef cients homog énéisés

avec les coef cients homogénéisés donnés par :

1
U?: Tr 1(0)

vitesse de convection macroscopigue

1

?
A—W

r 1(0)

matrice de diffusion-dispersion macroscopique
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Méthode )
Calcul de la vitesse de convection U*

Calcul des coef cients homog énéisés Calcul de la matrice de diffusion-disper sion homog énéisée A°

On a obtenu les expressions suivantes :

1

U? = Zi—l’ 1(0)
1

A? = Wr 1(0)

Mais on ne veut pas avoir a dériver numériquement par rapport
au parametre

=) On utilise la régularitd.de la premiere valeur propre pour
dériver les problemes de Bloch et obtenir des expressions
intdgrales des coef cients .
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Méthode )
Calcul de la vitesse de convection U*

Calcul des coef cients homog énéisés Calcul de la matrice de diffusion-disper sion homog énéisée A°

On note A( ) l'opérateur de Bloch dans le probleme spectral :

A() 1()=0

On dérive par rapporta puisque la lere valeur propre est
simple.
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Méthode
Calcul de la vitesse de convection U?

Calcul des coef cients homog énéisés Calcul de la matrice de diffusion-disper sion homog énéisée A°

AOGE = 2 e AWy 1+ dw(AW2I e 1)

. @
2i b e —_—
(y) e 1 @ 1
Lalternative de Fredholm assure que le membre de droite est
orthogonal au noyau de I'opdrateur adjoint, engendrd\par '1’

ce qui donne :

Z Z
(U = " TekAY)r y 1dy " 7divy (A(y)ex 1)dy
7

+ ?b(y)ex 1dy
TN

=) On n'a plus a dériver par rapport a
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Méthode
Calcul de la vitesse de convection U*

Calcul des coef cients homog énéisés Calcul de la matrice de diffusion-disper sion homog énéisée A’

On dérive a nouveau les problemes de cellule et on obtient par
des arguments similaires :

z z
1 1
A= 1918y 1 191102 1q
' 8 2 TN @ g | @, 8 2 1N @ ('@ K
z . Z :
2 @ 1 i 2 @ q
1 eKA(Y)r — dy — 1 eA(y)r — dy
4 N k @, 4 N 1€ @
4 ! z !
i . @ 1 i . @
4— idIVy e|A(y)@—k dy w idIVy ekA(y)@—I1 dy
z z
1 2 1 ?
+ 2 o L 1€1A(y)exdy + 2 N1 18k Ay)e dy
. Z .
| 2 @ 1 1 2 @ 1
+ — 1 b(y)ey ——dy + — 1 b(y)ey——=dy
a v g, 4w gy

Homog énéisation d'un modele de convection-diffusion
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Code utilis &
du nombre de Péclet micr oscopique
de la chimie

Inuence de la poros

Résultats num ériques

RESULTATS NUMERIQUES
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

In uence de la porosit &/géom étrie

Résultats num ériques

m On utilise le logiciel FreeFem++ développdpar F.Hecht,
O.Pironneau, A.Le Hyaric, K. Ohtsuka

m Ce logiciel utilise la librairie Arpack++(D. Sorensen et al)
pour les problemes aux valeurs propres
(http ://mwww.caam.rice.edu/software/ARPACK/)

m On décentre les dldments nis pour le probleme convectif
("streamline diffusion”)

m Champ de vitesse dans la direction 1.
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie
, - In uence de la porosit &/géom étrie
Résultats num ériques

Convergence en maillages pour la valeur propre

50 ———{Convergence en maillages pour lambda Jt———————

lambda

raff

FiG.: Maillage de la cellule  FIG.: convergence en maillage

sation d'un modele de convection-d
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie

Résultats num ériques

Inuence de la porosit &/géom étrie

On s'appuie sur des calculs rdalisds sur une cellule comparable
de 1981 a 1994 :

10*

Do

A Edwards et al.

o Eidsath et al.

m Sahraoui & Kaviany
# Quintard & Whitaker
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géom étrie

Résultats num ériques

On prend un coef cient de chimie k = 0 et on observe
I'in uence du Péclet microscopique sur A?,

| Influence du Peclet sur la dispersion longitudinale en I'absence de chinfie——

10°

102

Aetll
T
Lol

10

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

w [l
(5]

Pe
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géom étrie

Résultats num ériques

On fait varier le Peclet, on regarde A?; sur les droites k = 0 et
k = 500 k = 1000

g Influence du Peclet sur Aet11 pour k=0,500,1008+——————

100 E
g4 10 4
ko] £ 3
< L ]
10 3
10° = s 4
o v b v v b v v b b e b e b 1 g

-1 0.5 0 05 1 15 2 25 35

Pe
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie

, - Inuence de la porosit &/géom étrie
Résultats num ériques

On regarde I'in uence du Peclet sur les coef cients A2, et A7,
pour k=500 :

10 Influence du Peclet sur la dispersion lateraly Tnfluence du Peclet sur le coefficient extradiagonal de Ia matrice de diffusion-dispersi}

0.0002]

0.0001]

Aet22
Aet12

-0.0001]

-0.0002
10" B

-0.0003]

-0.0004]

o
°
@
&
»
w
@
°
°
w
@

log(Pe) log(Pe)
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie

, - Inuence de la porosit &/géom étrie
Résultats num ériques

On prend des coef cient de chimie k = 0 et k = 1000 et on
observe l'in uence du Péclet microscopique sur U;

] Influence du Peclet sur la vitesse du flux pour deux valeurs de k=0,10p6r——
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géom étrie

Résultats num ériques

On prend un Péclet x dPe = 500 et on dtudie I'in uence du
coef cient de chimie sur A?,, dispersion longitudinale.

1 Influence de la chimie sur Aet11 pour Pe=50B—————1——

330
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Aetll

320

315

310
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k
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie

, - Inuence de la porosit &/géom étrie
Résultats num ériques

On prend un Péclet x dPe = 500 et on dtudie I'in uence du
coef cient de chimie sur A2, dispersion latdrale.

] Influence de la chimie sur la dispersion lateralé———————

1 4

Aet22

0 T O S W Y A
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

k
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géom étrie

Résultats num ériques

On prend un Péclet x dPe = 500 et on dtudie I'in uence du
coef cient de chimie sur U;

] Influence de Ia chimie sur la vitesse du flux pour Pe=5(6———+
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie

, - Inuence de la porosit &/géom étrie
Résultats num ériques

Pour Pe = 500 on regarde I'in uence de k sur la valeur propre
1 (pour la décroissance de la solution)

15 ﬁ—y—y—y—,—y—y{ Influence de la chimie sur la valeur propre pour Pe:50¢3—y—y—y—y—,—y—ﬁ

lambda_1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

k
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Code utilis &
du nombre de Péclet micr oscopiq

In uence
Inuence de la chimie
, - Inuence de la porosit é&/géom étrie
Résultats num ériques

On essaye sur une gdométrie diffédrente avec une plus grande
surface spéci que , mais en prenant la méme porosité:

D
N
REERE

IRRDRY

7P

L

RS
NISRRRES
RERRDES

™
BEd

e

ation d'un modele de convection-diffusion avec

Ecole Polytect Homog
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géométrie

Résultats num ériques

On regarde alors de nouveau I'in uence du Peclet sur U;} pour
ces deux gédometries, en comparant avec la moyenne du
champ de convection microscopique b(y)

———|Influence du Peclet sur Uetx et moy(b) pour deux geometries differentps——
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Code utilis &
Inuence du nombre de Péclet micr oscopique

Inuence de la chimie

, - Inuence de la porosit é&/géom étrie
Résultats num ériques

On fait varier la porositden utilisant la méme gdoméitrie :
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géométrie

Résultats num ériques

Pour Pe = 500 et k = 500, on fait varier la porositéet on
observe la dispersion longitudinale :

————{Influence de Ia taille du feuillet sur Aetll}}————

1500 -

1000 -

Aetll
T

500 — -

1
0.15 0.2 0.25 0.3

taille de la phase solide
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Code utilis &

Inuence du nombre de Péclet micr oscopique
Inuence de la chimie

Inuence de la porosit &/géométrie

Résultats num ériques

Pour Pe = 500 et k = 500, on fait varier la porositéet on
observe la vitesse du ux de concentration :

———{Influence de Ia taille de la phase solide sur la vitesse Ugts——————

900 — -

Uetx

850 — -
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Taille de la phase solide
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