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1 La factorisation de Smith

L'outil provient de la théorie des nombres et a eté creé par
H.J.S. Smith (1826—-1883). Nous donnons ici sa forme poly-
nomiale pour une matrice inversible.

Theorem 1 Soit n un entier et A une matrice inversible
n x n a coefficients polynomiaux en la variable A : A =

(@ij(A)1<ij<n-
Alors, il existe trois matrices a coefficients polynomiaux E,
D et F tels que

o det(F) et det(F) sont des réels (ainsi, £~ et F~! sont des
polynomes)

e D est une matrice diagonale
e A=FEDF.

De plus, D est unique a une permutation et a une multipli-
cation par une constante pres.

Calcul d’'une factorisation de Smith: La matrice diagonale D
est donnée par la formule définie ci-dessous. Soit1 < k < n,

¢ 5, est'ensemble de toutes les sous-matrices carrees k x k
extraites de A.

o Dety = {Det(Bk)\Bk - Sk}
o LD, estle PGCD de I'ensemble de polynomes Det,.
Alors,

LDy(A)
= A< kE<n
LDj_1(\)

(par convention, LD, = 1).

Dyi(N)

e La factorisation peut étre calculee a la main. Le cal-
cul présente de fortes analogies avec la factorisation de
Gauss.

e La commande Maple smith

Exemple d’application: Fonctions de courant via Smith Con-
siderons le systeme de Stokes 2D:

(—vA 0 8\ (u) [ fu)

0 —vA 9, v]i= 1|/ 1.
\ &% 9 0)A\r) \0
On privilegie la direction z.
On effectue la factorisation du systeme de Stokes (Asioies)
en le considérant comme une matrice a coefficients polyno-
miaux en 0, entries. Les coefficients des polynomes sont
des opérateurs pseudo-differentiels dans la direction .

De maniere similaire, on peut prendre la transformée de
Fourier en y

R (_V(a$x o k2) 0 ax\
AStokes = 0 _V(aajx — kz) 1k | .
) ik 0

et appliquer la factorisation de Smith a la matrice ci-dessus.
On obtient

AStOkes = BEDF (1)
ou
(10 0 )
D=101 0
\OO—VA2)

Une formulation fonction de courant donne la méme
équation (—vA?) pour la fonction de courant.

De la méme maniere, le cas tri-dimensionel peut étre car-
actérise. La matrice diagonale Ds;p est une matrice 4 x 4
dont les coefficients sont: Dsp 1y = Dapsy = 1, D3p 33 = —VA
et Dsp 4 = —vA®. On a deux équations scalaires.

En quelque sorte, ceci est consistant avec le fait bien connu
gu’'en 2D une formulation scalaire est possible alors gu’en
3D on a seulement des formulations vectorielles.

La factorisation de Smith donne une vision intrinseque des
systemes d’EDP qui permet de considérer deux problemes:

1. Couches parfaitement adaptees (PML) pour les équations
d’Euler compressibles.

2. Methodes de decomposition de domaine pour Euler com-
pressible, Stokes, Oseen, . ..

2 Couches parfaitement adapt ees
Une couche PML (Berenger, 94) :

e est dissipative

e Ne crée aucune réflexion a l'interface avec le domaine
propagatif.

WAVE Media PML
Media
no reflection at t dissipative
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Pour I'equation des ondes, le milieu PML est défini par un
changement de coordonnées dans le plan complexe de telle
sorte que:

Lymi = On — CQayy — CQ(agml)Q
ou .
A §

1w + co
et o est un coefficient d’atténuation, w est la variable duale

de Fourier pour le temps. Lopérateur a une implémentation
simple: 0P (u) = ¢ ol ¢; + cod = Uy,

2.1 PML pour les équations d’Euler com-

pressibles

Les equations d’Euler linéarisées autour d’'un état constant
s’écrivent:

1
La factorisation de Smith donne: Dy = Dy =1 et Dss = LG
ou

G = 0 + u0, + v0,
est un opérateur de transport d’ordre un et
L = Oy + 2000y, + 20410, + ©0,) — (& — 1°)0y, — (" — 1) Dy

est I'opérateur des ondes advectives.
Le principe de la PML est que seul I'opérateur des ondes
advectives nécessite une procédure de PML’isation”

Premier mod éle PML  On remplace £ par son “pmlisé”rm™
dans la matrice D. Dans les matrices E et F' et dans
I'opérateur G, les dérivées en x ne sont pas modifiees.
Ne modifier que I'opérateur des ondes advectives evite les
problemes d’instabilité avec les ondes tourbillonaires. On
definit donc

At = EDP™MF (2)
ou
(10 0 )
DM =101 0 (3)
L0 0 GLym

Tous calculs faits, ce modele s’avere trop complexe a
implementer.

Un second mod éle PML Le principe de ce modele est que la
pression p veérifie une equation des ondes advectives qui est
la seule équation qui exige une PML. En effet, en appliquant
au systeme d’Euler la matrice El,

(G —pc2d, —pc2d, )

El=10 1 0
\O 0 1 )
ona

(£ 00)
1

El AEuleT — é((% g ! (4)
-0, 0
VR

On remplace £ par £7™ et on applique EI~' Un calcul direct
donne:

) ((crml — £)G1 00 )
A%n’;ler — AE’UJW T 0 00

\ 0 OO)

[ O + alax +00,  pco, pcd, (N ()
~0, 0 + 10, + 10, 0 o
f u — fu

0 0 0+ 1d; + 70, \v/)  \Jv)

On peut se débarasser de I'opérateur G, on introduit une
nouvelle variable P telle que G(P) = p de tellee sorte que le
systeme PML étendu s’écrit

(G -1 0 0 )
(P ol g G pd, o, | (P
p

m 1
‘A%ug gr p — O iax g O — O
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avec les conditions d’interface suivantes entre le domaine
Euler et la PML P = 0, petwu sontcontinus, 0.(pguier) =
agml(ppml)

Une analyse en ondes planes montre que la PML est dissi-
pative et qu’il n’y pas de réflexion a l'interface entre le do-
maine Euler et la PML. Les deux modeles s’étendent au cas
tridimensionnel.

Résultats num eriques pour le second mod ele PML
Schéma 2D sur grille décalée, coefficients constants
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Pression — vitesse obliqgue M = 0.9 a des instant successifs

Pression (gauche) et erreur sur la pression (droite) pres du
coin supérieur droit pour un écoulement horizontal
M = 0.33 vs.pas de temps

La stabilite a été testée en calculant sur des intervalles de
temps bien plus longs que ceux utilisés pour genérer les fig-
ures.

Le cas tridimensionnel se traite de maniere similaire pour
les deux modeles proposes.

3 Methodes de d écomposition de do-

maines

Lalgorithme classigue de Neumann-Neumann pour le
systeme de Stokes n’est pas optimal. En utilisant, la fac-
torisation de Smith, Il est possible de le rendre optimal.
Dans l'algorithme classique, on résout a chague etape et
dans chaque sous-domaine un probleme a déeplacement im-
POSe puis un probleme a contrainte imposée. Létude de cet
algorithme via la factorisation de Smith montre gu’il n’est pas
optimal et que I'on peut le rendre optimal en modifiant les
conditions aux limites utilisees. Dans le nouvel algorithme,
on résout a chague étape et dans chague sous-domaine
un probleme a contrainte normale et vitesse tangentielle im-
posees puis un probleme a contrainte tangentielle et vitesse
normale imposees.

B new alg/N-N|| ¢ |new alg N-N
1 3 11 /0.001 3 11
2 3 12 | 0.01 3 16
3 3 11 || 0.1 3 19
5 3 15 1 3 19
10 3 — 10 3 16
20 7 — || 100 3 10

Comparison entre le nouvel algorithme et I'algorithme
classiqgue (N-N): Nombre d’itérations pour differents
rapports d’aspect entre les sous-domaines (gauche) et
differents terms de réaction (droite)



