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Objectifs
•Argilesgonflantes:

∗milieuxàtroiséchellesmicro/méso/macro;

∗saturéespareau+selmonovalententièrementdissocié(NaCl);

∗forcesélectrostatiquesdominantes.

•Changementd’échelle:

∗homogénéisationpériodique;

∗passagemicro−→méso:déjàobtenu;

∗passageméso−→macro?

•Proposdel’exposé:

∗obtentiond’unmodèlerigoureuxdetypedoubleporosité;

∗simplification:modèlequasistationnaire(équilibreàl’échellemésoscopique).
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1.Structuredesargilesgonflantes:milieuxàtroiséchelles

Echelle macroscopique

Echelle mésoscopique

feuillet d'argile
solution d'électrolyte

(eau)
particule d'argile

feuillet d'argile

eau + ions macropore

macropore (eau)
particule d'argile

Echelle microscopique

“Mésoéchelle”−→“Macroéchelle”

Lesphases“particules”(solide)et“macropores”(fissure)sontsupposéescontinues.



GDRMoMaS,Marseille,CIRM,28–30novembre20054
'

&

$

%

1.1.Equationsàlamésoéchelledanslesparticulesd’argile
•Inconnues

u,pb,cb,ψb,φ(“b”≡valeurdubulkéquivalent)

•Modèleàdeuxéchelles


















∇.σt=0Equilibremécanique

σt=−pbI+CE(u)−ΠPrincipedeTerzaghi

∇.vD+∇.
∂u

∂t
=0Conservationmassetotale

∂φ

∂t
=(1−φ)∇.

∂u

∂t
Conservationfluide

∂

∂t

(
φGccb

)
+∇.

(
2cbvD+φGccb

∂u

∂t
+Jd

)
=0Transportdesions

∇.Ie=0Bilanchargeélectrique

vD=−LPP∇pb−RTLPC∇lncb−LPE∇ψbLoideDarcy

Jd=−LCP∇pb−RTLCC∇lncb−LCE∇ψbLoideFick

Ie=−LEP∇pb−RTLEC∇lncb−LEE∇ψbLoid’Ohm



GDRMoMaS,Marseille,CIRM,28–30novembre20055
'

&

$

%

1.2.Equationsdanslesmacropores(fissure)
•Fluide(Stokes)





∇.σf=0

σf=−PfI+2µfE(Vf)dansΩf

∇.Vf=0

•EquationsdetransportC
+

f=C
−

f≡Cf











2
∂Cf

∂t
+∇.(2CfVf+Jf)=0Transportdusel

∇.If=0Conservationdelacharge

Jf=−2
(
Df∇Cf+∆fCf∇Ψf

)
avecΨf=

FΨf

RT

If=−2F
(
∆f∇Cf+DfCf∇Ψf

)

Df=
Dw++Dw−

2
et∆f=

Dw+−Dw−

2
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1.3.Conditionsàl’interface:surΓfs

∗Continuité
(

Vfs=Vf−
∂u

∂t

)

ParticulesMacropores

pression:pb=Pf

concentration:cb=Cf

potentielélectrique:ψb=Ψf

fluxliquide:vD.N=Vfs.N

fluxdiffusifsel:Jd.N=Jf.N

charge:Ie.N=If.N

contrainte:σt.N=σf.N
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∗Glissement

–Interfaceélectriquementchargée

–Doublecoucheélectriquetrèsfineàl’interface

–Glissementdelavitessetangentielle

ParticulesMacropores

(vD−Vfs).τ=Vmatch.τ

Vmatch=−K
f∞
E∇Ψf−K

f∞
C∇Cf

K
f∞
E=

ε̃ε̃0ζ

µf

(Smoluchovski)

K
f∞
C=

8RTL
2
D

µf

lncosh(
ζ

4
)(Derjaguin)
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2.Modèleàdoubleporosité
∗Homogénéisationpériodique

∣∣
∣∣
∣∣

∣∣
∣∣
∣∣

xmacroéchelle(L)variablelente

ymicroéchelle(`)variablerapide

ε=
`

L
�1

∇=
1

ε
∇y+∇x

Cellule-unitépériodique:Y=Yf

⋃
Ys

∗Danslesparticulesd’argile:




v
1
D

J
1

c

I
1

e



=−ε

2





LPPLPCLPE

LCPLCCLCE

LEPLECLEE









∇yp
0
b

RT∇ylnc
0
b

∇yψ
0
b




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2.1.Transportdesions
•Transportdusel

2
∂

∂t

(
nfC

0
f

)
+∇x.

[
2C

0
fV

0

Df−
(
D

eff
f∇xC

0
f+∆

eff
fC

0
f∇Ψ

0

f

)]
=−

∂

∂t

〈
φ

0
Gcc

0
b

〉

oùD
eff
f≡DfΛ∆

eff
f≡∆fΛ

avecΛ=〈I+∇yf〉:tenseurdetortuosité
oùfestsolutionde:





∇
2
f=0dansYf

−N.(I+∇yf)=0sur∂Yfs.

C
1
f=f.∇xC

0
fàunefonctionprèsdexett.

(diffusionlinéairedanslesmacroporesavecdesparticulesimperméables)

•Conservationdelachargeélectrique

∇x.
(
∆

eff
f∇xC

0
f+C

0
fD

eff
f∇xΨ

0

f

)
=0
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2.2.LoideDarcy

•Glissementàlaparoi:

V
0

fs.τ=

[
K

f∞
E(I+∇yf)∇xΨ

0
f+K

f∞
C(I+∇yf)∇xC

0
f

]
.τsur∂Yfs.

•LinéaritédeStokes:V
0

=V
0

p+V
0

e+V
0

c

•ProblèmeenV
0

p:Darcyclassique

•ProblèmeenV
0

e(ouV
0

c):




µf4yyV
0

e−∇yP
1
e=0∇y.V

0

e=0dansYf

V
0

e·N=0V
0

e·τ=−K
f∞
E(I+∇yf)∇xΨ

0
f·τsur∂Yfs

•Solution:V
0

e=−K
f∞
E(I+∇yf)∇xΨ

0
f

•LoideDarcy:

V
0

Df=−K
f
P∇xP

0
f−K

f
C∇xC

0
f−K

f
E∇xΨ

0
f

K
f
C=K

f∞
CΛK

f
E=K

f∞
EΛ(Smoluchovski)
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2.3.Conservationdelamassetotale

•Intégrationdelaconservationdelamassedanslesmacropores:

〈
∇x.V

0

f

〉
=−

〈
∇y.V

1

f

〉
=

1

|Y|

∫

∂Yfs

V
1

f.NdΓ=
1

|Y|

∫

∂Yfs

(∂u1

∂t
+v

1
D

)
.NdΓ=

1

|Y|

∫

Ys

∇y.

(∂u1

∂t
+v

1
D

)
dY=−

1

|Y|

∫

Ys

∇x.
∂u

0

∂t
dY=−

〈
∇x.

∂u
0

∂t

〉

N:normaleextérieureauxparticules;nf:fractionvolumiquedemacropores.

•EnintroduisantlavitessedeDarcymacroscopique:V
0

Df=
〈
V

0

f

〉
−n

0
f

∂u
0

∂t

∇x.
∂u

0

∂t
+∇x.V

0

Df=0
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2.4.Equilibremécanique

•Intégrationdeséquationsd’équilibresurlacellule-unité

∇x.〈σ
0
t〉=∇x.〈σ

0
e〉−∇x〈p

0
b〉−∇x.〈Π

0
〉=−

1

|Y|

∫

Ys

∇y.σ
1
tdY=

−
1

|Y|

∫

∂Yfs

σ
1
tNdΓ=−

1

|Y|

∫

∂Yfs

σ
1
fNdΓ=

1

|Y|

∫

Yf

∇y.σ
1
fdY=

1

|Y|

∫

Yf

∇xP
0
fdY=

〈
∇xP

0
f

〉

•Equationd’équilibremécanique

∇x.
[(

1−n
0
f

)〈
σ

0
e−p

0
bI−Π

0〉s
−n

0
fP

0
fI

]
=0

σ
0
e=C

(
Ex(u

0
)+Ey(u

1
)
)

•Conditionàlalimitemécaniquesur∂Yfs

C
[
Ex(u

0
)+Ey(u

1
)
]
N=Π

0
N
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2.5.Bilandemassepourlaphasefluide

•Al’ordreO(1):

∂n
0
f

∂t
−(1−n

0
f)∇x.

∂u
0

∂t
=−

〈1

1−φ
0

∂φ
0

∂t

〉

quicombinéeaveclaconservationdelamassetotaledonne:

∂n
0
f

∂t
+(1−n

0
f)∇x.V

0

Df=−

〈1

1−φ
0

∂φ
0

∂t

〉

n
0
f:fractionvolumiquedemacropores

φ
0

:porositéinternedesparticules
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Récapitulationdumodèleàdoubleporosité



















∇x.σ
0
T=0Equationdumouvementtotale

σ
0
T=(1−n

0
f)

(
CEx(u

0
)+C

〈
E(u

1
)
〉s

−
〈
p
0
b

〉s
I−

〈
Π

0〉s)
−n

0
fP

0
fI

∇x.
∂u

0

∂t
+∇x.V

0

Df=0Conservationmassetotale

V
0

Df=−K
f
P∇xP

0
f−K

f
C∇xC

0
f−K

f
E∇xΨ

0
f

∂n
0
f

∂t
+

(
1−n

0
f

)
∇x.V

0

Df=−

〈1

1−φ
0

∂φ
0

∂t

〉
Conservationmassefluide

2
∂

∂t

(
n

0
fC

0
f

)
+∇x.J

0

F=−
∂

∂t

〈
φ

0
Gcc

0
b

〉
Conservationmasseespèces

J
0

F=2C
0
fV

0

Df−2
(
D

eff
f∇xC

0
f+∆

eff
fC

0
f∇xΨ

0

f

)

∇x.I
0

F=0Conservationdelacharge

I
0

F=−2F
(
∆

eff
f∇xC

0
f+D

eff
fC

0
f∇xΨ

0

f

)
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etdanslesparticulesd’argile
















∇y.
(
CEy

(
u

1))
−∇yp

0
b−∇y.Π

0
=0

∇y.v
1
D+∇y.

∂u
1

∂t
=−∇x.

∂u
0

∂t
∂φ

0

∂t
−

(
1−φ

0)
∇y.

∂u
1

∂t
=

(
1−φ

0)
∇x.

∂u
0

∂t
∂

∂t

(
φ

0
Gcc

0
b

)
+∇y.J

1

d+2∇y.
(
c
1
bv

1
D

)
=0

∇y.I
1

e=0

v
1
D=−LPP∇yp

0
b−LPC∇yc

0
b−LPE∇yψ

0
b

J
1

d=−LCP∇yp
0
b−LCC∇yc

0
b−LCE∇yψ

0
b

I
1

e=−LEP∇yp
0
b−LEC∇yc

0
b−LEE∇yψ

0
b

aveclesconditionslimitessuivantes




C
(
Ex(u

0
)+Ey(u

1
)
)
N=Π

0
N

p
0
b=P

0
fc

0
b=C

0
fψ

0
b=Ψ

0
f
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3.Modèleàtroiséchellesquasipermanent
•Equilibreinstantanéentreles“particules”andles“macropores”

p
0
b(x,y,t)≡P

0
f(x,t);c

0
b(x,y,t)≡C

0
f(x,t);ψ

0
b(x,y,t)≡Ψ

0
f(x,t);φ

0
(x,y,t)=???

•Fermeturepourl’équilibremécanique




∇y.
(
CEy(u

1
)
)
−∇y.Π

0
=0dansYs

C
[
Ex(u

0
)+Ey(u

1
)
]

N=Π
0
Nsur∂Yfs

u
1
(x,y,t)=ξ(y):Ex

(
u

0
(x,t)

)
+u

1
π(x,y,t)+û(x,t)

∇y.(CEy(ξ))=0∇y.
(
CEy(u

1
π)

)
=∇y.Π

0
dansYs

(CEy(ξ))N=−C(I⊗I)NCEy(u
1
π)N=Π

0
Nsur∂Yfs

•DécompositiondeTerzaghipourl’approximationquasistationnaire

σ
0
T=−P

0
fI+C

eff
Ex(u

0
)−Π

eff

•Propriétéshomogénéisées

C
eff

≡〈C[I⊗I+Ey(ξ)]〉etΠ
eff

≡
〈
Π

0
−CEy

(
u

1
π

)〉
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•TenseurmacroscopiquedegonflementΠ
eff

∗Problèmedefermeturepouru
1
π

SiΠ
0

=Π
0(
C

0
f(x,t),φ

0
(x,y,t)

)





∇y.
(
CEy(u

1
π)

)
=

∂Π
0

∂φ
0

∇yφ
0

dansYs

CEy(u
1
π)N=Π

0
Nsur∂Yfs

∗Equationpourlaporositéinternedesparticulesφ
0

1

1−φ
0

∂φ
0

∂t
=

∂

∂t

(
∇x.u

0)
+(∇y.ξ):

∂

∂t
Ex(u

0
)+

∂

∂t

(
∇y.u

1
π

)

∗TenseurdegonflementΠ
eff

Π
eff

≡
(
1−n

0
f

)〈
Π

0
−CEy

(
u

1
π

)〉s
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4.Conclusion:modèleàdoubleporositéquasistationnaire


















∇x.σ
0
T=0Equilibremécanique

σ
0
T=−P

0
fI+C

eff
Ex(u

0
)−Π

eff
PrincipedeTerzaghi

∇x.
∂u

0

∂t
+∇x.V

0

Df=0Conserv.massetotale

V
0

Df=−K
f
P∇xP

0
f−K

f
C∇xC

0
f−K

f
E∇xΨ

0
fLoideDarcy

∂n
0
f

∂t
+

(
1−n

0
f

)
∇x.V

0

Df+α:
∂

∂t
Ex(u

0
)=−

〈
∇y.

∂u
1
π

∂t

〉
Conserv.fluide

∂

∂t

[(
2n

0
f+

〈
φ

0
Gc

〉)
C

0
f

]
+∇x.

(
2C

0
fV

0

Df+J
0

F

)
=0Transportsel

J
0

F=−
(
D

eff
f∇xC

0
f+∆

eff
fC

0
f∇xΨ

0

f

)
LoideFick

∇x.I
0

F=0Conserv.chargeélectrique

I
0

F=−2F
(
∆

eff
f∇xC

0
f+D

eff
fC

0
f∇xΨ

0

f

)
Loid’Ohm

+leproblèmeprécédentpouru
1
πetφ

0
dansles“particules”.


