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Problèmes inverses
On désire reconstruire une fonction (image, signal)
qui n'est pas directement observable.

Marseille, 30 novembre 2005 – p.2/19



Problèmes inverses
On désire reconstruire une fonction (image, signal)
qui n'est pas directement observable.

SoitA un opérateur linéaire continu entre deux
espaces de fonctions (Hilbert)H etG.

Marseille, 30 novembre 2005 – p.2/19



Problèmes inverses
On désire reconstruire une fonction (image, signal)
qui n'est pas directement observable.

SoitA un opérateur linéaire continu entre deux
espaces de fonctions (Hilbert)H etG.

Soit g 2 G trouverf 2 H tel queAf = g.
�! “Inversion” de l'opérateurA.

Marseille, 30 novembre 2005 – p.2/19



Problèmes inverses
On désire reconstruire une fonction (image, signal)
qui n'est pas directement observable.

SoitA un opérateur linéaire continu entre deux
espaces de fonctions (Hilbert)H etG.

Soit g 2 G trouverf 2 H tel queAf = g.
�! “Inversion” de l'opérateurA.

Si A n'est pas inversible, inverse non continu, le
problème est ditmal-posé(Hadamard (1932)).

Marseille, 30 novembre 2005 – p.2/19



Problèmes inverses
On désire reconstruire une fonction (image, signal)
qui n'est pas directement observable.

SoitA un opérateur linéaire continu entre deux
espaces de fonctions (Hilbert)H etG.

Soit g 2 G trouverf 2 H tel queAf = g.
�! “Inversion” de l'opérateurA.

Si A n'est pas inversible, inverse non continu, le
problème est ditmal-posé(Hadamard (1932)).

On observeg" une version bruitée deg, alors
f " = A � 1g" peut être éloigné def .

Importance de la notion de “bruit” ou “d'erreur”.
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� Convolution.
�! Images brouillées du satellite Hubble.
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Exemples

� Convolution.
�! Images brouillées du satellite Hubble.

� Tomographie.Problème lié au scanner et
rayons-X.
�! Reconstruire une image à partir de
l'observation de ses intégrales sur des droites.

� Equations aux dérivées partielles.
�! On veut reconstruire la condition initiale à
partir d'une observation bruitée de la solution.
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Problème inverse avec bruit aléatoire

Soit le modèle :

Y = Af + "�;

où f 2 H (Hilbert),
A opérateur linéaire continu de H dans G (Hilbert),
� bruit blanc (gaussien),
0 < " < 1 niveau de bruit (petit).
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où f 2 H (Hilbert),
A opérateur linéaire continu de H dans G (Hilbert),
� bruit blanc (gaussien),
0 < " < 1 niveau de bruit (petit).

Reconstruiref à l'aide de l'observationY.
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Décomposition en valeurs singulières

Supposons queA � A est un opérateur compact avec
une base de fonctions propres connue.
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Décomposition en valeurs singulières

Supposons queA � A est un opérateur compact avec
une base de fonctions propres connue.

A � A' k = b2
k ' k;

oùbk 6= 0 sont lesvaleurs singulières.
�! Représente l'opérateur linéaire comme une
multiplication.

Pour de nombreux opérateurs, base associée,base de
Fourier(FFT).
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Modèle de suite gaussienne
On a lemodèle de suite gaussienneéquivalent

Yk = bk� k + "� k; k = 1; 2; : : : ;

où f � kg coef�cients def , � k � N (0; 1) i.i.d.,
bk ! 0 valeurs singulières.
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Modèle de suite gaussienne
On a lemodèle de suite gaussienneéquivalent

Yk = bk� k + "� k; k = 1; 2; : : : ;

où f � kg coef�cients def , � k � N (0; 1) i.i.d.,
bk ! 0 valeurs singulières.
Estimer� = f � kg à l'aide de l'observationY = f Ykg.

On le modèle équivalent :

yk = b� 1
k Yk = � k + "� k� k; k = 1; 2; : : : :

où � k = b� 1
k .

Dans le cas où le problème est mal-posé, la variance
tend vers l'in�ni.
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Types d'estimateurs

� Estimateurs par projection.
�! Correspond à la SVD tronquée.

� Méthode de Tikhonov.
�! Méthode standard en problèmes inverses.

� Ondelettes.
�! Méthode ne se basant pas sur la SVD.
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Régularisation par projections
Soit l'estimateur par projection suivant :

~� k(N ) =
�

yk quandk � N;
0 quandk > N;

oùN est un entier appeléfenêtre.
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Soit l'estimateur par projection suivant :

~� k(N ) =
�

yk quandk � N;
0 quandk > N;

oùN est un entier appeléfenêtre.

Risque d'un estimateur par projection :
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Régularisation par projections
Soit l'estimateur par projection suivant :

~� k(N ) =
�

yk quandk � N;
0 quandk > N;

oùN est un entier appeléfenêtre.

Risque d'un estimateur par projection :

R(�; N )= E � k~� (N ) � � k2=
1X

k= N +1

� 2
k +

NX

k=1

� 2
k:

Un problème essentiel est l'équilibre entre erreur
d'approximation et erreur d'estimation
(biais/variance).
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Sélection de modèle
Meilleur choix deN dépend de� inconnu.
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Sélection de modèle
Meilleur choix deN dépend de� inconnu.

Soit la famille de tous les estimateurs par projection
f ~� (N ); N � 1g.
On veut trouver une méthode permettant de choisir, à
l'aide des observations, le meilleurN possible.
�! Sélection de modèles, choix automatiques,
adaptation.

Le but est d'être proche del'oracle

N 0 = arg min
N � 1

R(�; N ):

Le risque, et donc l'oracle, dépendent de� inconnu.
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URE
Une approche classique est l'estimation sans biais du
risque (URE)
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URE
Une approche classique est l'estimation sans biais du
risque (URE)

�R(y; N ) = �
NX

k=1

y2
k + 2

NX

k=1

� 2
k:

où �R(y; N ) est un estimateur du risqueR(�; N ).
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�R(y; N ) = �
NX

k=1
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� 2
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URE
Une approche classique est l'estimation sans biais du
risque (URE)

�R(y; N ) = �
NX

k=1

y2
k + 2

NX

k=1

� 2
k:

où �R(y; N ) est un estimateur du risqueR(�; N ).
Soit

Nu(y) = arg min
N � 1

�R(y; N ):

On minimise un estimateur du risque.
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URE
Une approche classique est l'estimation sans biais du
risque (URE)

�R(y; N ) = �
NX

k=1

y2
k + 2

NX

k=1

� 2
k:

où �R(y; N ) est un estimateur du risqueR(�; N ).
Soit

Nu(y) = arg min
N � 1

�R(y; N ):

On minimise un estimateur du risque.

Méthode peu stable pour les problèmes inverses.
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Risque empirique pénalisé
Approche plus générale.
Méthode du risque empirique pénalisé :

�Rp(y; N ) = �
NX

k=1

y2
k + pen(N );

avec
Np(y) = arg min

N � 1
�Rp(y; N );

etpen(N ) est unepénalité.
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Risque empirique pénalisé
Approche plus générale.
Méthode du risque empirique pénalisé :

�Rp(y; N ) = �
NX

k=1

y2
k + pen(N );

avec
Np(y) = arg min

N � 1
�Rp(y; N );

etpen(N ) est unepénalité.

Pénalités plus lourdes�! Plus stable.

Comment choisir la pénalité ?
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Minimisation d'une enveloppe du risque (RHM)

L. Cavalier et Y. Golubev (LATP, Marseille).

� Approche très générale, basée sur l'idée de
minimiser une borne supérieure du risque.
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Minimisation d'une enveloppe du risque (RHM)

L. Cavalier et Y. Golubev (LATP, Marseille).

� Approche très générale, basée sur l'idée de
minimiser une borne supérieure du risque.

� Proche du risque empirique pénalisé.

� Permet d'obtenir une pénalité explicite.

� Description ici dans le cadre des problèmes
inverses.
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Inégalité oracle
� ? estimateur par projection avec choix automatique
deN .
Théorème 1.On a pour tout0 < " < 1 et8� ,

E � k� ? � � k2 � (1 + 
 ) inf
N

R(�; N ) + � " :
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Théorème 1.On a pour tout0 < " < 1 et8� ,

E � k� ? � � k2 � (1 + 
 ) inf
N

R(�; N ) + � " :

On pense que� " est petit.

�! Notre estimateur se comporte (presque) comme
le meilleur choix deN pourR(�; N ).

Marseille, 30 novembre 2005 – p.13/19



Inégalité oracle
� ? estimateur par projection avec choix automatique
deN .
Théorème 1.On a pour tout0 < " < 1 et8� ,

E � k� ? � � k2 � (1 + 
 ) inf
N

R(�; N ) + � " :

On pense que� " est petit.

�! Notre estimateur se comporte (presque) comme
le meilleur choix deN pourR(�; N ).

Inégalités exactes quand
 ! 0.

Marseille, 30 novembre 2005 – p.13/19



Classes de coef�cients

Un élément important est la régularité def associée
aux propriétés de� .
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Classes de coef�cients

Un élément important est la régularité def associée
aux propriétés de� .
Une hypothèse classique :

� =
n

� :
1X

k=1

k2� � 2
k � L

o
;

�; L > 0.
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Classes de coef�cients

Un élément important est la régularité def associée
aux propriétés de� .
Une hypothèse classique :

� =
n

� :
1X

k=1

k2� � 2
k � L

o
;

�; L > 0.

Cette classe correspond souvent aux fonctions ayant�
dérivées bornées (Classes de Sobolev).
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Estimateur minimax
Risque minimax :

r " (�) = inf
~�

sup
� 2 �

E � k~� � � k2:
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Estimateur minimax
Risque minimax :

r " (�) = inf
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sup
� 2 �

E � k~� � � k2:

Risque du meilleur estimateur pour la pire fonction
dans la classe.
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Estimateur minimax
Risque minimax :

r " (�) = inf
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sup
� 2 �
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� Les résultats obtenus sont asymptotiques
(" ! 0).
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Estimateur minimax
Risque minimax :

r " (�) = inf
~�

sup
� 2 �

E � k~� � � k2:

Risque du meilleur estimateur pour la pire fonction
dans la classe.

� Les résultats obtenus sont asymptotiques
(" ! 0).
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vitesse optimale de convergence.
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Estimateur minimax
Risque minimax :

r " (�) = inf
~�

sup
� 2 �

E � k~� � � k2:

Risque du meilleur estimateur pour la pire fonction
dans la classe.

� Les résultats obtenus sont asymptotiques
(" ! 0).

� Ordre de grandeur, et estimateur atteignant la
vitesse optimale de convergence.

� L'estimateur optimal dépend de la régularité�
inconnue.
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Estimateur adaptatif minimax

Théorème 2.Pour tout�; L > 0 on a

sup
� 2 �

E � k� ? � � k2 � Cr " (�) ;

oùC � 1 et " ! 0.
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Estimateur adaptatif minimax

Théorème 2.Pour tout�; L > 0 on a

sup
� 2 �

E � k� ? � � k2 � Cr " (�) ;

oùC � 1 et " ! 0.

Estimateuradaptatif(qui ne dépend pas de la
régularité inconnue) atteignant la vitesse optimale de
convergencepour tout� .

Marseille, 30 novembre 2005 – p.16/19



Convolution
Modèle discret suivant :

Y(i ) = g � f
�

i
N

�
+ "

p
N� (i ); i = 1; : : : ; N;
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Convolution
Modèle discret suivant :

Y(i ) = g � f
�

i
N

�
+ "

p
N� (i ); i = 1; : : : ; N;

où
g(t) = n(t; 0:5; 0:02);

avecN = 1000 et " � 2 = 1000.
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Convolution
Modèle discret suivant :

Y(i ) = g � f
�

i
N

�
+ "

p
N� (i ); i = 1; : : : ; N;

où
g(t) = n(t; 0:5; 0:02);

avecN = 1000 et " � 2 = 1000.
SVD �! Base de Fourier�! FFT.
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Convolution
Modèle discret suivant :

Y(i ) = g � f
�

i
N

�
+ "

p
N� (i ); i = 1; : : : ; N;

où
g(t) = n(t; 0:5; 0:02);

avecN = 1000 et " � 2 = 1000.
SVD �! Base de Fourier�! FFT.
Estimateur par projection, ou série de Fourier
tronquée.

f ? =
X

jkj� N ?

yk ' k;

oùN ? choix automatique.
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Vraie fonctionf . Estimateurf ?.
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Commentaires
� En statistique on cherche à évaluer la qualité d'un

estimateur.
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Commentaires
� En statistique on cherche à évaluer la qualité d'un

estimateur.
� Qualité théorique :

�! Inégalités oracles.
�! Vitesses de convergence minimax.

� Problème fondamental : les meilleurs estimateurs
dépendent de la fonction inconnuef .
�! Sélection de modèles. Estimateurs
adaptatifs.

� Qualité pratique : Simulations.
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