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Le problème physique

(d’après Rainer Helmig)

Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.2/??



Phases et Composants

Phases:

mouillante (w)

non mouillante (n)

gazeuse (g)

Phases:

mouillante (w)

non mouillante (n)

gazeuse (g)

Composants:

H2 O

NaCl

Hydrocarbure(s) lourd(s)

Hydrocarbure(s) léger(s)

air (O2 + N2)

. . .
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Types d’écoulements

monophasique: 1 phase ≡ 1 composant
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Types d’écoulements

monophasique: 1 phase ≡ 1 composant

Examples:

Aquifère saturé:
phase= composant= eau

Gisement d’hydrocarbure produisant par décompression:
phase= composant= huile

composant: loi de conservation phase: écoulement
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants

Examples:

Pénétration de l’eau de mer dans l’eau douce:

1 phase: eau salée 2 composants: eau

sel

Transport d’un contaminant dans un aquifère:

1 phase: eau contaminée 2 composants: eau

contaminant

composants: lois de conservation phase: écoulement
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

multiphasique:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants

2-3 phases ≡ composants
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

multiphasique:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants

2-3 phases ≡ composants

Example:

Ecoulement dans un gisement d’hydrocarbures lorsqu’on
néglige les échanges entre les phases:

3 phases≡composants: (w) eau

(n) huile (hydrocarbures lourds)

(g) gaz (hydrocarbures légers)

(par ordre de mouillabilité décroissante).

composants: lois de conservation phases: écoulement
équilibre entre phases: lois capillaires
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

multiphasique:

compositionnel:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants

2-3 phases ≡ composants

2-3 phases, n composants
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

multiphasique:

compositionnel:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants

2-3 phases ≡ composants

2-3 phases, n composants

Example:

Modèle “Black Oil” pour un gisement d’hydrocarbures:

2 phases: liquide

gazeuse

2 composants: hydrocarbure léger

hydrocarbure lourd

composants: lois de conservation phases: écoulement
équilibre entre phases: lois capillaires

répartition des composants dans les phases:
équilibre thermodynamique

“flash routine”
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Types d’écoulements

monophasique:

monophasique miscible:

multiphasique:

compositionnel:

réactionnel:

1 phase ≡ 1 composant

1 phase, 2 composants

2-3 phases ≡ composants

2-3 phases, n composants

+ réaction entre composants
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Inconnues

Pour chaque phase j = w, n, g:

Pj : pression dans la phase j

Sj : saturation de la phase j:

Sj =
volume de la phase j dans le volume dV

volume de pores dans le volume dV

0 ≤ Sj ≤ 1 ,
∑

j=w,n,g

Sj = 1 .
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Inconnues

Pour chaque phase j = w, n, g:

Pj : pression dans la phase j

Sj : saturation de la phase j:

Sj =
volume de la phase j dans le volume dV

volume de pores dans le volume dV

0 ≤ Sj ≤ 1 ,
∑

j=w,n,g

Sj = 1 .

Pour chaque composant k:

Ck
j : concentration du composant k dans la phase j:

Ck
j =

masse de composant k
par unité de masse de la phase j

0 ≤ Ck
j ≤ 1 ,

∑

k

Ck
j = 1 pour chaque phase j .
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Propriétés de la roche

pore≪ premier niveau macroscopique≪ gisement

φ(x, P ) : porosité au point x à la pression P
(0 ≤ φ(x) ≤ 1)

cR > 0 : compressibilité de la roche
(cR = ∂

∂P
log φ(x, P ))

K(x) : tenseur de perméabilité au point x
(symétrique defini positif)
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Géométrie du modèle

modèle 3D:

σ(x) ≡ 1

x2

0

x1

x3 x

Volume de contrôle: dV = dx1dx2dx3 = dx
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Géométrie du modèle

modèle 2D:

dV = h dx1dx2

= h dx

h = épaisseur

σ(x) = h(x)

x1

x2

0
x
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Géométrie du modèle

modèle 2D:

dV = h dx1dx2

= h dx

h = épaisseur

σ(x) = h(x)

x1

x2

0
x

modèle 1D:

dV = S dx

S = section

σ(x) = S

0

L

x
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Géométrie du modèle

modèle 2D:

dV = h dx1dx2

= h dx

h = épaisseur

σ(x) = h(x)

x1

x2

0
x

modèle 1D:

dV = S dx

S = section

σ(x) = S

0

L

x

dans tous les cas:

dV = σ(x) dx
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Phases: lois de déplacement (Darcy, Muskat) - 1

Vitesse macroscopique apparente d’une phase:

~u · ~ν dS = débit volumétrique (m3/s),

à travers un élément de surface dS de la roche

orienté par son vecteur normal ~ν

dans les conditions locales de pression.

Ecoulement

dS ~u

~ν

~u est homogène à une vitesse (“vitesse de Darcy” )

Vitesse réelle de la phase:

~u/(φ(1 − S))
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Phases: lois de déplacement (Darcy, Muskat) - 1

Vitesse macroscopique apparente d’une phase:

~u · ~ν dS = débit volumétrique (m3/s),

à travers un élément de surface dS de la roche
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Phases: lois de déplacement (Darcy, Muskat) - 2

Écoulements monophasiques: Loi de Darcy

~u = −
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P,C)g∇Z(x)}

µ : viscosité du fluide

ρ : masse volumique du fluide

σ(x) = h(x)

Z

Z(x)

x1

x2

0
x
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Phases: lois de déplacement (Darcy, Muskat) - 2

Écoulements di- et triphasique: Loi de Muskat

~uj = −krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj−ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)} j = w, n, g

krj : perméabilité relative de la phase j à la saturation Sj

µj , ρj : viscosité, masse volumique de la phase j

Sw

kr
w

1 kr
n

0 Sw,r 1 − Sn,r 1

kr

Sg,r

Sw,r
Sn,r

Sg = 1

Sg,r

Sn,rSw = 1 Sw,r Sn = 1

3 phases mobiles
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Vecteurs de flux massique (1):

Vecteur de flux massique ~ϕ d’une phase ou d’un composant:

~ϕ · ~ν ds = débit de masse (kg/s),

à travers l’élément de “surface” ds du modèle

orienté par son vecteur normal ~ν

Pour une phase j de masse
volumique ρj(Pj , Cj):

~ϕj · ~ν ds = ρj(Pj , Cj) ~u · ~ν dS

= ρj(Pj , Cj) ~u · ~ν σ(x) ds

ds

Ecou
leme

nt

x1

x2

~ϕ

0

~ν

de sorte que pour chaque phase j = w, n, g :

~ϕj = σ(x)ρj(Pj , Cj) ~uj , uj = vitesse de Darcy

= −σ(x)ρj(Pj, Cj)krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj − ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)}
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Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.11/??



Vecteurs de flux massique (1):

Vecteur de flux massique ~ϕ d’une phase ou d’un composant:

~ϕ · ~ν ds = débit de masse (kg/s),

à travers l’élément de “surface” ds du modèle

orienté par son vecteur normal ~ν

Pour une phase j de masse
volumique ρj(Pj , Cj):

~ϕj · ~ν ds = ρj(Pj , Cj) ~u · ~ν dS

= ρj(Pj , Cj) ~u · ~ν σ(x) ds ds

Ecou
leme

nt

x1

x2

~ϕ

0

~ν

de sorte que pour chaque phase j = w, n, g :

~ϕj = σ(x)ρj(Pj , Cj) ~uj , uj = vitesse de Darcy

= −σ(x)ρj(Pj, Cj)krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj − ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)}
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Vecteurs de flux massique (2):

Pour un composant k présent dans les phases w, n, g:

~ϕk =
∑

j=w,n,g ~ϕk
j

=
∑

j=w,n,g (Ck
j ~ϕj − σ(x)Dk

j (~ϕj)∇C
k
j )

~ϕk
j = flux partiel du composant k dans la phase j

formé de:

Ck
j ~ϕj = flux du composant k transporté par la phase j,

−Dk
j (~ϕj)∇C

k
j = flux de diffusion du comp. k ds la phase j

Le tenseur de diffusion Dk
j (~ϕj) est symétrique défini positif:

Dk
j (~ϕj) = εI + D̂k

j (~ϕj)

εI = diffusion moléculaire (très petite)

D̂k
j (~ϕj) = diffusion turbulente (maximum dans la direction

de l’écoulement)
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Composants: Lois de conservation

dV = élément de milieu
poreux

dv = élément du modèle

fk dV = débit massique
de composant k injecté
dans dV

dv

dV

h = σ(x)

x1

x2

0
x

ν
~ϕk

dv

dV

h = σ(x)

x1

x2

0
x
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Composants: Lois de conservation

dV = élément de milieu
poreux

dv = élément du modèle

fk dV = débit massique
de composant k injecté
dans dV

ν
~ϕk

dv

dV

h = σ(x)

x1

x2

0
x

Conservation du composant k:

d

dt

∫

dv

σ(x)φ(x, P )
∑

j

Sj ρj(Pj , Cj)C
k
j +

∫

∂dv

~ϕk · ν =

∫

dv

σ(x)fk

+

∫

dv

∇ · ~ϕk =

∫

dv

σ(x)fk

Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.13/??



Composants: Lois de conservation

dV = élément de milieu
poreux

dv = élément du modèle

fk dV = débit massique
de composant k injecté
dans dV

ν
~ϕk

dv

dV

h = σ(x)

x1

x2

0
x

Conservation du composant k:

d

dt

∫

dv

σ(x)φ(x, P )
∑

j

Sj ρj(Pj , Cj)C
k
j +

∫

∂dv

~ϕk · ν =

∫

dv

σ(x)fk

+

∫

dv

∇ · ~ϕk =

∫

dv

σ(x)fk

D’où, en chaque point du modèle, l’équation:

d

dt

(
σ(x)φ(x, P )

∑

j=w,n,g

Sj ρj (Pj , Cj)C
k
j

)
+ ∇ · ~ϕk = σ(x)fk
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Résumé des lois de conservation et de déplacement

d

dt

(
σ(x)φ(x, P )

∑

j=w,n,g

Sj ρj(Pj , Cj)C
k
j

)
+ ∇ · ~ϕk = σ(x)fk ∀k

avec: ~ϕk =
∑

j=w,n,g

(Ck
j ~ϕj − σ(x)Dk

j (~ϕj)∇C
k
j ) ∀k

~ϕj = −σ(x)ρj(Pj , Cj)krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj−ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)} ∀j

d

dt

(
σ(x)φ(x, P )

∑

j=w,n,g

Sj ρj(Pj , Cj)C
k
j

)
+ ∇ · ~ϕk = σ(x)fk ∀k

avec: ~ϕk =
∑

j=w,n,g

(Ck
j ~ϕj − σ(x)Dk

j (~ϕj)∇C
k
j ) ∀k

~ϕj = −σ(x)ρj(Pj , Cj)krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj−ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)} ∀j

on peut toujours supposer que σ(x) ≡ 1, quitte à faire les
substitutions:

φ  σφ

K  σK

fk
 σfk

Dk
j  σDk

j

on prendra donc dans la suite: σ(x) ≡ 1
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Résumé des lois de conservation et de déplacement

d

dt

(
σ(x)φ(x, P )

∑

j=w,n,g

Sj ρj(Pj , Cj)C
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j
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j
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Modèle monophasique

Une seule inconnue: pression P

une seule phasej: j = 1 Sj = 1 krj(Sj , x) = 1

un seul composant k: k = 1 Ck = 1 ∇Ck = 0

Conditions aux limites et initiale:

P (x, t = 0) = P0(x) sur Ω
P ou ~ϕ · ν donné sur ∂Ω × {t > 0}
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Modèle monophasique

Une seule inconnue: pression P
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Modèle monophasique
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Modèle monophasique

Une seule inconnue: pression P
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d

dt

(
φ(x, P )ρ(P )

)
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Modèle monophasique

Une seule inconnue: pression P

Conservation et déplacement:

d

dt

(
φ(x, P )ρ(P )

)
+ ∇ · ~ϕ = f

~ϕ = −ρ(P )
K(x)

µ
{∇P − ρ(P )g∇Z(x)}

une seule phasej: j = 1 Sj = 1 krj(Sj , x) = 1

un seul composant k: k = 1 Ck = 1 ∇Ck = 0

Conditions aux limites et initiale:

P (x, t = 0) = P0(x) sur Ω
P ou ~ϕ · ν donné sur ∂Ω × {t > 0}

Equation parabolique faiblement non-linéaire en P .
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Modèle une phase, deux composants miscibles - I
Inconnues: pression P , concentration C = C1, (C1 + C2 = 1)

Conservation et déplacement pour 1 phase:
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)Ck

)
+ ∇ · ~ϕk = fk k = 1, 2

~ϕk = Ck~ϕ−Dk(~ϕ)∇Ck k = 1, 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Equation parabolique faiblt non-linéaire en P (C1 � C2):
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)

)
+ ∇ · ~ϕ = f 1 + f 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Equation de transport en C (D = D1):
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)C

)
+ ∇ · (C~ϕ) −∇ · (D(~ϕ)∇C) = f 1
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Modèle une phase, deux composants miscibles - I
Inconnues: pression P , concentration C = C1, (C1 + C2 = 1)
Conservation et déplacement pour 1 phase:

d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)Ck

)
+ ∇ · ~ϕk = fk k = 1, 2

~ϕk = Ck~ϕ−Dk(~ϕ)∇Ck k = 1, 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Equation parabolique faiblt non-linéaire en P (C1 � C2):
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)

)
+ ∇ · ~ϕ = f 1 + f 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Equation de transport en C (D = D1):
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)C

)
+ ∇ · (C~ϕ) −∇ · (D(~ϕ)∇C) = f 1
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Modèle une phase, deux composants miscibles - I
Inconnues: pression P , concentration C = C1, (C1 + C2 = 1)
Conservation et déplacement pour 1 phase:

d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)Ck

)
+ ∇ · ~ϕk = fk k = 1, 2

~ϕk = Ck~ϕ−Dk(~ϕ)∇Ck k = 1, 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Somme des équations pour k = 1, 2 :
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)

)
+ ∇ · ~ϕ− (D1 −D2)∇C = f 1 + f 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Equation parabolique faiblt non-linéaire en P (C1 � C2):
d

dt

(
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)
+ ∇ · ~ϕ = f 1 + f 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

Equation de transport en C (D = D1):
d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)C

)
+ ∇ · (C~ϕ) −∇ · (D(~ϕ)∇C) = f 1
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Modèle une phase, deux composants miscibles - I
Inconnues: pression P , concentration C = C1, (C1 + C2 = 1)
Conservation et déplacement pour 1 phase:

d

dt

(
φ(x, P )ρ(P ,C)Ck

)
+ ∇ · ~ϕk = fk k = 1, 2

~ϕk = Ck~ϕ−Dk(~ϕ)∇Ck k = 1, 2

~ϕ = −ρ(P ,C)
K(x)

µ(C)
{∇P − ρ(P ,C)g∇Z(x)}

en général, C = C1 � C2, et on néglige (D1 −D2)∇C:
d

dt
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Modèle une phase, deux composants miscibles - I
Inconnues: pression P , concentration C = C1, (C1 + C2 = 1)
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Modèle une phase, deux composants miscibles - I
Inconnues: pression P , concentration C = C1, (C1 + C2 = 1)
Conservation et déplacement pour 1 phase:
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+ ∇ · (C~ϕ) −∇ · (D(~ϕ)∇C) = f 1
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Modèle une phase, deux composants miscibles - II
Equations dans Ω:

d

dt
(ρ φ) + ∇ ·

{
−ρ

K

µ
(∇P − ρg∇Z)

︸ ︷︷ ︸

}
= f 1 + f 2

~ϕ

d

dt
(ρ φC) + ∇ ·

{
−D∇C) + C~ϕ
︸ ︷︷ ︸

}
= f 1

~ϕ

Coefficients:
ρ(P ,C) , φ(x, P ) , K(x) , µ(C) , Z(x) , D(~ϕ)

Conditions aux limites pour t > 0:

P = P e sur ∂ΩD , ~ϕ · ν = g1 + g2 sur ∂ΩN ,

∫

∂Ωp
~ϕ · ν = Fp,1 + Fp,2

P ≡ cste on ∂Ωp

C = Ce sur ∂ΩD , ~ϕ · ν = g1 sur ∂ΩN ,

∫

∂Ωp
~ϕ · ν = Fp,1

C ≡ cste on ∂Ωp
Condition initiale sur Ω:

P (x, t = 0) = P0(x) , C(x, t = 0) = C0(x)
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Modèle une phase, deux composants miscibles - II
Equations dans Ω:
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Modèle une phase, deux composants miscibles - II
Equations dans Ω:

d

dt
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= f 1

~ϕCoefficients:
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Conditions aux limites pour t > 0:

P = P e sur ∂ΩD , ~ϕ · ν = g1 + g2 sur ∂ΩN ,

∫

∂Ωp
~ϕ · ν = Fp,1 + Fp,2

P ≡ cste on ∂Ωp

C = Ce sur ∂ΩD , ~ϕ · ν = g1 sur ∂ΩN ,

∫

∂Ωp
~ϕ · ν = Fp,1

C ≡ cste on ∂Ωp
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Modèle une phase, deux composants miscibles - II
Equations dans Ω:

d

dt
(ρ φ) + ∇ ·

{
−ρ

K

µ
(∇P − ρg∇Z)

︸ ︷︷ ︸

}
= f 1 + f 2

~ϕ

d

dt
(ρ φC) + ∇ ·

{
−D∇C) + C~ϕ
︸ ︷︷ ︸

}
= f 1

~ϕCoefficients:
ρ(P ,C) , φ(x, P ) , K(x) , µ(C) , Z(x) , D(~ϕ)

Conditions aux limites pour t > 0:

P = P e sur ∂ΩD , ~ϕ · ν = g1 + g2 sur ∂ΩN ,

∫

∂Ωp
~ϕ · ν = Fp,1 + Fp,2

P ≡ cste on ∂Ωp

C = Ce sur ∂ΩD , ~ϕ · ν = g1 sur ∂ΩN ,

∫

∂Ωp
~ϕ · ν = Fp,1

C ≡ cste on ∂Ωp
Condition initiale sur Ω:
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Équilibre interphase: Loi de pression capillaire

Tensions interfaciales:

σg,s = σn,s + σn,g cosα

σn,s = σw,s + σw,n cosα

α et α ne dépendent que
de la nature des phase
et du milieu poreux

Tensions interfaciales:

angles α et α constants

saut de pression lié à la
courbure du ménisque

Lois de pression capillaire:

Pn − Pw = Pcnw(Sw)

Pg − Pn = Pcgn(Sg)
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Phase g

Phase n

Phase w

0

Pcnw(Sw)

Srw 1

Pn − Pw

Sw
1 − Srg − Srn

Leverett (1941),
Brooks and Corey (1964),
Van Genuchten (1980),
Parker et all (1987)

. . . et toujours:

Sw + Sn + Sg = 1
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Équilibre interphase: Loi de pression capillaire

Tensions interfaciales:

angles α et α constants

saut de pression lié à la
courbure du ménisque

Lois de pression capillaire:

Pn − Pw = Pcnw(Sw)
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Phase g

Phase n

Phase w

0

Pcnw(Sw)

Srw 1

Pn − Pw

Sw
1 − Srg − Srn

Leverett (1941),
Brooks and Corey (1964),
Van Genuchten (1980),
Parker et all (1987)

. . . et toujours:

Sw + Sn + Sg = 1
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Modèles diphasiques: cas général

2 phases j = 1, 2 coincidant avec 2 composants k = 1, 2

Inconnues: P1, P2 , S = S1 = 1 − S2 ( 1= phase mouillante)Coefficients:
Bj(Pj) = ρj(Pj , )/ρj,ref , φ(x, P ) , K(x) , krj(S, x) , µj , Z(x)

Equilibre entre phase: pression capillaire

P2 − P1 = Pc(x, S)

Conditions aux limites sur ∂Ω pour P1 (ou P2!) et S
Conditions initiales dans Ω pour P1 (ou P2!) et S
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Modèles diphasiques: cas général

2 phases j = 1, 2 coincidant avec 2 composants k = 1, 2
Inconnues: P1, P2 , S = S1 = 1 − S2 ( 1= phase mouillante)

Coefficients:
Bj(Pj) = ρj(Pj , )/ρj,ref , φ(x, P ) , K(x) , krj(S, x) , µj , Z(x)

Equilibre entre phase: pression capillaire

P2 − P1 = Pc(x, S)

Conditions aux limites sur ∂Ω pour P1 (ou P2!) et S
Conditions initiales dans Ω pour P1 (ou P2!) et S
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Modèles diphasiques: cas général

2 phases j = 1, 2 coincidant avec 2 composants k = 1, 2
Inconnues: P1, P2 , S = S1 = 1 − S2 ( 1= phase mouillante)
Lois de conservation et déplacement:

d

dt

(
φ(x, P )

∑

j=1,2

Sj ρj(Pj , Cj)C
k
j

)
+ ∇ · ~ϕk = fk k = 1, 2

avec: ~ϕk =
∑

j=1,2

(Ck
j ~ϕj −Dk

j (~ϕj)∇C
k
j ) k = 1, 2

~ϕj = −ρj(Pj , Cj)krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj−ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)} j = 1, 2

Coefficients:
Bj(Pj) = ρj(Pj , )/ρj,ref , φ(x, P ) , K(x) , krj(S, x) , µj , Z(x)

Equilibre entre phase: pression capillaire

P2 − P1 = Pc(x, S)

Conditions aux limites sur ∂Ω pour P1 (ou P2!) et S
Conditions initiales dans Ω pour P1 (ou P2!) et S
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~ϕj = −ρj(Pj , Cj)krj(Sj , x)
K(x)

µj(Cj)
{∇Pj−ρj(Pj , Cj)g∇Z(x)} j = 1, 2

Ck
j = 1 si j = k , Ck

j = 0 si j 6= k

Coefficients:
Bj(Pj) = ρj(Pj , )/ρj,ref , φ(x, P ) , K(x) , krj(S, x) , µj , Z(x)

Equilibre entre phase: pression capillaire

P2 − P1 = Pc(x, S)
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Modèles diphasiques: cas général

2 phases j = 1, 2 coincidant avec 2 composants k = 1, 2
Inconnues: P1, P2 , S = S1 = 1 − S2 ( 1= phase mouillante)
Lois de conservation et déplacement:

d

dt

(
ρjφSj

)
+ ∇ · ~ϕj = f j j = 1, 2

~ϕj = −ρjkrj
K

µj

{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

Coefficients:
Bj(Pj) = ρj(Pj , )/ρj,ref , φ(x, P ) , K(x) , krj(S, x) , µj , Z(x)

Equilibre entre phase: pression capillaire

P2 − P1 = Pc(x, S)

Conditions aux limites sur ∂Ω pour P1 (ou P2!) et S
Conditions initiales dans Ω pour P1 (ou P2!) et S
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Modèles diphasiques: cas général

2 phases j = 1, 2 coincidant avec 2 composants k = 1, 2
Inconnues: P1, P2 , S = S1 = 1 − S2 ( 1= phase mouillante)
Lois de conservation et déplacement:

éq. “pression” :
d

dt

(
(B1S1 +B2S2)φ

)
+∇ · (~ψ1 + ~ψ2) = F1 + F2

éq. "saturation" :
d

dt

(
B1φS

)
+∇·~ψ1 = F1

~ψj =
~ϕj

ρj,ref
= −Bjkrj

K

µj
{∇Pj−ρjg∇Z} , Fj =

f j

ρj,ref
j = 1, 2

Coefficients:
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Modèles diphasiques: cas général

2 phases j = 1, 2 coincidant avec 2 composants k = 1, 2
Inconnues: P1, P2 , S = S1 = 1 − S2 ( 1= phase mouillante)
Lois de conservation et déplacement:

éq. “pression” :
d

dt

(
(B1S1 +B2S2)φ

)
+∇ · (~ψ1 + ~ψ2) = F1 + F2
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dt
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B1φS

)
+∇·~ψ1 = F1
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ρj,ref
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Incompressibilité: B1 = B2 = 1 , φ(x, P ) = φ(x)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Incompressibilité: B1 = B2 = 1 , φ(x, P ) = φ(x)

éq. “pression” :
d

dt

(
(B1S1 +B2S2)φ

)
+∇ · (~ψ1 + ~ψ2) = F1 + F2

éq. "saturation" :
d

dt

(
BjφS

)
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −Bjkrj
K

µj

{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc(x, S)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −krj
K

µj

{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc(x, S)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)
Equations dans Ω pour un type de roche:

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −
K

mj
{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc,M(x)pc(S)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)
Equations dans Ω pour un type de roche:

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −
K

mj
{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc,M(x)pc(S)

Réécriture de l’équation en saturation: on fait apparaitre
m2

~ψ2 −m1
~ψ1 = −K{∇(P2 − P1) + (ρ1 − ρ2)g∇Z} dans ~ψ1:
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)
Equations dans Ω pour un type de roche:

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −
K

mj
{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc,M(x)pc(S)

Réécriture de l’équation en saturation: on fait apparaitre
m2

~ψ2 −m1
~ψ1 = −K{∇(P2 − P1) + (ρ1 − ρ2)g∇Z} dans ~ψ1:

(m1 +m2)~ψ1 = −(m2
~ψ2 −m1

~ψ1) +m2(~ψ1 + ~ψ2)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)
Equations dans Ω pour un type de roche:

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −
K

mj
{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc,M(x)pc(S)

Réécriture de l’équation en saturation: on fait apparaitre
m2

~ψ2 −m1
~ψ1 = −K{∇(P2 − P1) + (ρ1 − ρ2)g∇Z} dans ~ψ1:

(m1 +m2)~ψ1 = +K{∇(Pc,M pc) + (ρ1 − ρ2)g∇Z} +m2(~ψ1 + ~ψ2)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)
Equations dans Ω pour un type de roche:

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −
K

mj
{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc,M(x)pc(S)

Réécriture de l’équation en saturation:
(m1 +m2)~ψ1 = +K{∇(Pc,M pc) + (ρ1 − ρ2)g∇Z} +m2(~ψ1 + ~ψ2)

~ψ1 =−KPc,M
(−p′c)

m1 +m2

∇S

+K
{ pc

m1 +m2
∇Pc,M +

ρ1 − ρ2

m1 +m2
g∇Z

}

+
m2

m1 +m2
(~ψ1 + ~ψ2)
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Modèles diphasique: cas incompressible (1)
Un seul type de roche:

krj(S, x)/µj = kj(S) = 1/mj(S) , Pc(x, S) = Pc,M (x)pc(S)
Equations dans Ω pour un type de roche:

éq. “pression” : ∇·(~ψ1+~ψ2) = F1+F2

éq. "saturation" : φ
dS

dt
+∇·~ψ1 = F1

~ψj = −
K

mj
{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

press. capillaire: P2−P1 = Pc,M(x)pc(S)

Réécriture de l’équation en saturation:
(m1 +m2)~ψ1 = +K{∇(Pc,M pc) + (ρ1 − ρ2)g∇Z} +m2(~ψ1 + ~ψ2)

~ψ1 =−KPc,M
(−p′c) k1k2

k1 + k2

∇S

+K
{ pc k1k2

k1 + k2

∇Pc,M +
(ρ1 − ρ2)k1k2

k1 + k2

g∇Z
}

+
k1

k1 + k2

(~ψ1 + ~ψ2)
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Modèles diphasique: cas incompressible (2)

On pose: ~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (flux volumique total)
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Modèles diphasique: cas incompressible (2)
On pose: ~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (flux volumique total)

Equation en saturation:

φ
dS

dt
+∇·

{
K(−Pc,Ma(S)∇S+bc(S)∇Pc,M+bg(S)∇Z)+bf (S)~ψ

}
= F1
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Modèles diphasique: cas incompressible (2)
On pose: ~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (flux volumique total)

Equation en saturation: diffusion

φ
dS

dt
+∇·

{
K(−Pc,Ma(S)∇S+bc(S)∇Pc,M+bg(S)∇Z)+bf (S)~ψ

}
= F1
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Modèles diphasique: cas incompressible (2)
On pose: ~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (flux volumique total)

Equation en saturation: diffusion + transport

φ
dS

dt
+∇·

{
K(−Pc,Ma(S)∇S+bc(S)∇Pc,M + bg(S)∇Z) + bf (S)~ψ

}
= F1
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Modèles diphasique: cas incompressible (2)
On pose: ~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (flux volumique total)

Equation en saturation: diffusion + transport

φ
dS

dt
+∇·

{
K(−Pc,Ma(S)∇S+bc(S)∇Pc,M + bg(S)∇Z) + bf (S)~ψ

}
= F1

bg = k1k2

k1+k2
(ρ1 − ρ2)g

SSM SMSm Sm
bf = k1

k1+k2

Sm SM S Sm SM S

S

a = k1k2

k1+k2
(−p′c) bc = k1k2

k1+k2
pc
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Modèles diphasique: cas incompressible (2)
On pose: ~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (flux volumique total)

Equation en saturation: diffusion + transport

φ
dS

dt
+∇·

{
K(−Pc,Ma(S)∇S+bc(S)∇Pc,M + bg(S)∇Z) + bf (S)~ψ

}
= F1

bg = k1k2

k1+k2
(ρ1 − ρ2)g

SSM SMSm Sm
bf = k1

k1+k2

Sm SM S Sm SM S

S

a = k1k2

k1+k2
(−p′c) bc = k1k2

k1+k2
pc

Terme de couplage: ~ψ Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.21/??



Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · (~ψ1 + ~ψ2) = F1 + F2

~ψj = −kjK{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?

Oui, au sein d’un même type de roche: kj(S), Pc,M(x), pc(S)
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?

Oui, au sein d’un même type de roche: kj(S), Pc,M(x), pc(S)

Cherchons P de la forme P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M :
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?

Oui, au sein d’un même type de roche: kj(S), Pc,M(x), pc(S)

Cherchons P de la forme P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M :

∇P = (∇P1 + ∇P2)/2 − γ′Pc,M∇S − γ∇Pc,M
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?

Oui, au sein d’un même type de roche: kj(S), Pc,M(x), pc(S)

Cherchons P de la forme P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M :

∇P = (∇P1 + ∇P2)/2 − γ′Pc,M∇S − γ∇Pc,M

∇P = (∇P1+∇P2)/2−(γ′/p′c)(∇(P2−P1)−pc∇Pc,M)−γ∇Pc,M
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?

Oui, au sein d’un même type de roche: kj(S), Pc,M(x), pc(S)

Cherchons P de la forme P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M :

∇P = (∇P1 + ∇P2)/2 − γ′Pc,M∇S − γ∇Pc,M

∇P = (∇P1+∇P2)/2−(γ′/p′c)(∇(P2−P1)−pc∇Pc,M)−γ∇Pc,M

Si (γ′/p′c) = (k1 − k2)/(2(k1 + k2)) = bf −
1
2

, on voit que:

(k1 + k2)∇P = k1∇P1 + k2∇P2 + (k1 + k2)((bf −
1

2
)pc − γ

︸ ︷︷ ︸

)∇Pc,M

γc
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Modèles diphasique: cas incompressible (3)

Réécriture de l’équation en pression:

∇ · ~ψ = F1 + F2 (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2)

~ψ = −K{k1∇P1 + k2∇P2 − (k1ρ1 + k2ρ2)g∇Z}

Peut-on définir une pression globale P1 ≤ P ≤ P2 telle que:
~ψ = − coeff ∇P + termes indépendants de P ?

Oui, au sein d’un même type de roche: kj(S), Pc,M(x), pc(S)

Cherchons P de la forme P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M :

∇P = (∇P1 + ∇P2)/2 − γ′Pc,M∇S − γ∇Pc,M

∇P = (∇P1+∇P2)/2−(γ′/p′c)(∇(P2−P1)−pc∇Pc,M)−γ∇Pc,M

Si (γ′/p′c) = (k1 − k2)/(2(k1 + k2)) = bf −
1
2

, on voit que:

(k1 + k2)∇P = k1∇P1 + k2∇P2 + (k1 + k2)((bf −
1

2
)pc − γ

︸ ︷︷ ︸

)∇Pc,M

k1∇P1+k2∇P2 =(k1+k2){∇P−γc∇Pc,M} γc
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Modèles diphasique: cas incompressible (4)

On pose donc:
γ(S) =

∫ S

SM
(bf −

1
2
)p′c ( |γ(S)| ≤ |pc(S)|/2 )

γc(S) =
∫ S

SM
b′fpc = (bf (S) − 1

2
)pc(S) − γ(S) ( γc ≥ 0 )
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Modèles diphasique: cas incompressible (4)

On pose donc:
γ(S) =

∫ S

SM
(bf −

1
2
)p′c ( |γ(S)| ≤ |pc(S)|/2 )

γc(S) =
∫ S

SM
b′fpc = (bf (S) − 1

2
)pc(S) − γ(S) ( γc ≥ 0 )

On définit les quantités globales:
F = F1 + F2 (F dV = débit vol. total injecté)
k(S) = k1(S) + k2(S) (mobilité globale)
ρ(S) = (k1(S)ρ1 + k2(S)ρ2)/(k1(S) + k2(S))
P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M (pression globale, P1 ≤ P ≤ P2)
~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (débit volumique total)
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Modèles diphasique: cas incompressible (4)

On pose donc:
γ(S) =

∫ S

SM
(bf −

1
2
)p′c ( |γ(S)| ≤ |pc(S)|/2 )

γc(S) =
∫ S

SM
b′fpc = (bf (S) − 1

2
)pc(S) − γ(S) ( γc ≥ 0 )

On définit les quantités globales:
F = F1 + F2 (F dV = débit vol. total injecté)
k(S) = k1(S) + k2(S) (mobilité globale)
ρ(S) = (k1(S)ρ1 + k2(S)ρ2)/(k1(S) + k2(S))
P = (P1 + P2)/2 − γ(S)Pc,M (pression globale, P1 ≤ P ≤ P2)
~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 (débit volumique total)

Équation en pression globale pour un type de roche:

∇ · ~ψ = F

~ψ = −k(S)K{∇P + γc(S)∇Pc,M − ρ(S)g∇Z}

Équation elliptique linéaire couplée avec l’équation en
saturation
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Modèles diphasique: cas incompressible (5)

Conditions aux limites en pression:
Dirichlet: P = Pext sur ∂ΩD

Neuman: ~ψ · ν = G sur ∂ΩN

Puits:
- 2D:

∫

∂ΩP

~ψ · ν = Q , P =cste sur ∂ΩP

- 3D: idem+modèle de puits
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Modèles diphasique: cas incompressible (5)

Conditions aux limites en pression:
Dirichlet: P = Pext sur ∂ΩD

Neuman: ~ψ · ν = G sur ∂ΩN

Puits:
- 2D:

∫

∂ΩP

~ψ · ν = Q , P =cste sur ∂ΩP

- 3D: idem+modèle de puits
Conditions aux limites en saturation:
CP : “continuité des pressions au sein de chaque phase”
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Modèles diphasique: cas incompressible (5)

Conditions aux limites en pression:
Dirichlet: P = Pext sur ∂ΩD

Neuman: ~ψ · ν = G sur ∂ΩN

Puits:
- 2D:

∫

∂ΩP

~ψ · ν = Q , P =cste sur ∂ΩP

- 3D: idem+modèle de puits
Conditions aux limites en saturation:
CP : “continuité des pressions au sein de chaque phase”

- sur la frontière d’injection ∂Ω− = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν ≤ 0} :
alimentation en fluide1:

Dirichlet: S = 1 (CP OK mais sortie de fluide 2)
Débit imposé: ~ψ1 = ~ψ (CP OK)
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Modèles diphasique: cas incompressible (5)

Conditions aux limites en pression:
Dirichlet: P = Pext sur ∂ΩD

Neuman: ~ψ · ν = G sur ∂ΩN

Puits:
- 2D:

∫

∂ΩP

~ψ · ν = Q , P =cste sur ∂ΩP

- 3D: idem+modèle de puits
Conditions aux limites en saturation:
CP : “continuité des pressions au sein de chaque phase”

- sur la frontière d’injection ∂Ω− = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν ≤ 0} :
alimentation en fluide1:

Dirichlet: S = 1 (CP OK mais sortie de fluide 2)
Débit imposé: ~ψ1 = ~ψ (CP OK)

alimentation en fluide2:
Dirichlet: S = 0 (CP OK)
Débit imposé: ~ψ1 = 0 (CP OK)
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Modèles diphasique: cas incompressible (6)

Effet d’une condition S = 1 pour modèliser une injection de
fluide 1 (les ~ϕ de la figure correspondent aux ~ψ du texte):
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Modèles diphasique: cas incompressible (6)

Effet d’une condition S = 1 pour modèliser une injection de
fluide 1 (les ~ϕ de la figure correspondent aux ~ψ du texte):

Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.25/??



Modèles diphasique: cas incompressible (7)

Conditions aux limites en saturation: (suite)
- sur la frontière de production ∂Ω+ = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν > 0} :
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Modèles diphasique: cas incompressible (7)

Conditions aux limites en saturation: (suite)
- sur la frontière de production ∂Ω+ = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν > 0} :

Dirichlet: S = 0 (CP OK avant la percée seult)
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Modèles diphasique: cas incompressible (7)

Conditions aux limites en saturation: (suite)
- sur la frontière de production ∂Ω+ = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν > 0} :

Dirichlet: S = 0 (CP OK avant la percée seult)
Dirichlet: S = 1 (CP OK)
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Modèles diphasique: cas incompressible (8)

Conditions aux limites en saturation: (suite)
- sur la frontière de production ∂Ω+ = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν > 0} :

Condition unilatérale: (CP OK)
~ψ1 · ν ≥ 0 , S ≤ SM , (SM − S) ~ψ1 · ν = 0
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Modèles diphasique: cas incompressible (8)

Conditions aux limites en saturation: (suite)
- sur la frontière de production ∂Ω+ = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν > 0} :

Condition unilatérale: (CP OK)
~ψ1 · ν ≥ 0 , S ≤ SM , (SM − S) ~ψ1 · ν = 0
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Modèles diphasique: cas incompressible (9)

Conditions aux limites en saturation: (suite)
- sur la frontière de production ∂Ω+ = {s ∈ ∂Ω|~ψ · ν > 0} :

Condition unilatérale: (CP OK)
~ψ1 · ν ≥ 0 , S ≤ SM , (SM − S) ~ψ1 · ν = 0
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),

fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

d

dt

(
Bj(Pj)φ(Pj)Sj

)
+ ∇ · ~ψj = F j j = 1, 2

~ψj = −Bj(Pj)krj(x, S)
K(x)

µj

{∇Pj − ρj(Pj)g∇Z} j = 1, 2

P2 − P1 = Pc(x, S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,

l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

d

dt

(
Bj(Pj)φ(Pj)Sj

)
+ ∇ · ~ψj = F j j = 1, 2

~ψj = −Bj(Pj)krj(x, S)
K(x)

µj

{∇Pj − ρj(Pj)g∇Z} j = 1, 2

P2 − P1 = Pc(x, S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,

l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dSj

dt
+ ∇ · ~ψj = F j j = 1, 2

~ψj = −krj(S)
K(x)

µj

{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

P2 − P1 = Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dSj

dt
+ ∇ · ~ψj = F j j = 1, 2

~ψj = −krj(S)
K(x)

µj

{∇Pj − ρjg∇Z} j = 1, 2

P2 − P1 = Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dSj

dt
+ ∇ · ~ψj = F j j = 1, 2

~ψ1 = −kr1(S)
K(x)

µ1

{∇P1 − ρ1g∇Z}

~ψ2 = − kr2(S)
K(x)

µ2
︸ ︷︷ ︸

+∞

{∇P2 − ρ2g∇Z
︸ ︷︷ ︸

=0

}

P2 − P1 = Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dSj

dt
+ ∇ · ~ψj = F j j = 1, 2

~ψ1 = −kr1(S)
K(x)

µ1

{∇P1 − ρ1g∇Z}

∇P2 − ρ2g∇Z = 0 ⇒ P2 = pression hydrostatique

P2 − P1 = Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dS

dt
+ ∇ · ~ψ1 = F 1

~ψ1 = −kr1(S)
K(x)

µ1

{∇(P1 − P2) − (ρ1 − ρ2)g∇Z}

P2 = pression hydrostatique

P2 − P1 = Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dS

dt
+ ∇ · ~ψ1 = F 1

~ψ1 = −kr1(S)
K(x)

µ1

{−∇Pc(S) − (ρ1 − ρ2)g∇Z}

P2 = pression hydrostatique, P1 = P2 − Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dS

dt
+ ∇ · ~ψ1 = F 1

~ψ1 = −
K(x)

µ1

{−kr1(S)P ′
c(S)∇S − kr1(S)(ρ1 − ρ2)g∇Z}

P2 = pression hydrostatique, P1 = P2 − Pc(S)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dS

dt
+ ∇ · ~ψ1 = F 1

~ψ1 = −
K(x)

µ1

{−kr1(S)P ′
c(S)∇S − kr1(S)(ρ1 − ρ2)g∇Z}

P2 = pression hydrostatique, P1 = P2 − Pc(S)

On définit alors:
F (S) =

∫ SM

S
kr1(s)P

′
c(s) ds potentiel de Kirchhoff (pression)

S = c(F ) fonction réciproque
R = kr1(S)(ρ1 − ρ2) (masse volumique)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (1)

Hypothèses:
Écoulement eau (fluide 1) - air (fluide 2),
fluides et roche incompressibles ⇒ Bj = 1 , φ , ρj = cste
krj et Pc indépendants de x ⇒ un type de roche,
l’air circule librement dans le milieu poreux ⇒ µ2 = 0:

φ
dc(F )

dt
+ ∇ · ~ψ1 = F 1

~ψ1 = −
K(x)

µ1
{∇F −Rg∇Z}

P2 = pression hydrostatique, P1 = P2 − Pc(S)

On définit alors:
F (S) =

∫ SM

S
kr1(s)P

′
c(s) ds potentiel de Kirchhoff (pression)

S = c(F ) fonction réciproque
R = kr1(S)(ρ1 − ρ2) (masse volumique)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (2)
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (3)

Notations hydrauliques

θ = φS teneur en eau
θR = φS1r (R = rétension)
θS = φ(1 − S2) (S = saturé)

KH(θ) = K(kr1(S)/µ1)ρ1g conductivité hydraulique (vitesse)

ψ(θ) = Pc(S)/(ρ1g) succion (longueur)

D(θ) = KH(θ)dψ/dψ(θ) diffusivité

FH(θ) =
∫ θS

θ
D(α)dα = (K/µ)F (S) potentiel de Kirchhoff

θ = cH(Fh) = φ c(F )
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Modèle de Richards pour les écoulements eau-air (3)

Notations hydrauliques

θ = φS teneur en eau
θR = φS1r (R = rétension)
θS = φ(1 − S2) (S = saturé)

KH(θ) = K(kr1(S)/µ1)ρ1g conductivité hydraulique (vitesse)

ψ(θ) = Pc(S)/(ρ1g) succion (longueur)

D(θ) = KH(θ)dψ/dψ(θ) diffusivité

FH(θ) =
∫ θS

θ
D(α)dα = (K/µ)F (S) potentiel de Kirchhoff

θ = cH(Fh) = φ c(F )

Équation de Richards:

φ
d

dt
cH(FH) − ∆FH +

dKH

dz
= F 1
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Comparaison des différents modèles
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (1)
Equation en saturation: (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 est le flux volumique

total)

φ
dS

dt
+∇·

{
K(−Pc,Ma(S)∇S+bc(S)∇Pc,M+bg(S)∇Z)+bf (S)~ψ

}
= F1
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (1)
Equation en saturation: (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 est le flux volumique

total)

φ
dS

dt
+ ∇ ·

{
Kbg(S)∇Z + bf (S)~ψ

}
= F1
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (1)
Equation en saturation: (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 est le flux volumique

total)

φ
dS

dt
+ ∇ ·

{
Kbg(S)∇Z + bf (S)~ψ

}
= F1

bg = k1k2

k1+k2
(ρ1 − ρ2)g

SM S Sm SM SSm

bf = k1

k1+k2
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (1)
Equation en saturation: (~ψ = ~ψ1 + ~ψ2 est le flux volumique

total)

φ
dS

dt
+ ∇ ·

{
Kbg(S)∇Z + bf (S)~ψ

}
= F1

bg = k1k2

k1+k2
(ρ1 − ρ2)g

SM S Sm SM SSm

bf = k1

k1+k2

Équation modèle: problème 1D ⇒ ψ et ∇Z = cste, φ,K =cste

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

1
F

Sm = 0 SSM = 1
Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.33/??



Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

1

x0F

S
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

0 xF

S
1

Méthode des caractéristiques:
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

0 xF

S
1

Méthode des caractéristiques:
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

0 xF

S
1 ”solution” caractéristique

Méthode des caractéristiques:
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

1

x0

S

F

solution(s) distribution?

Méthode des caractéristiques:
Solution(s) Distribution ?
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

0 xF

S
1

Sw

Rankine-Hugoniot

solution(s) distribution

Méthode des caractéristiques:
Solution(s) Distribution: Rankine-Hugoniot
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

0 xF

S
1

Sw
en vert: condition d’entropie

Rankine-Hugoniot

Méthode des caractéristiques:
Solution(s) Distribution: Rankine-Hugoniot
Condition d’entropie
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (2)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

1

x0

S

F

en bleu:

(unique)
Solution entropique

Méthode des caractéristiques:
Solution(s) Distribution: Rankine-Hugoniot
Solution entropique unique
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (3)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

Application au calcul des flux de transport (1)
time t

0 x

Skj Skj+1Skj−1

Sk+1
j ?

xj−1/2 xj+1/2

tk

tk+1/2

S
k+1/2
j+1/2 ?S

k+1/2
j−1/2?
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (3)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

Application au calcul des flux de transport (1)
time t

0 x

Skj Skj+1Skj−1

Sk+1
j ?

xj−1/2 xj+1/2

tk

tk+1/2

S
k+1/2
j+1/2 ?S

k+1/2
j−1/2?

Bilan dans l’élément espace-temps
(Sk+1

j − Sk
j )/∆t+ (F (S

k+1/2
j+1/2 ) − F (S

k+1/2
j−1/2 ))/∆x = 0
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (3)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

Application au calcul des flux de transport (1)
time t

0 x

Skj Skj+1Skj−1

Sk+1
j ?

xj−1/2 xj+1/2

tk

tk+1/2

S
k+1/2
j+1/2 ?S

k+1/2
j−1/2?

Bilan dans l’élément espace-temps
(Sk+1

j − Sk
j )/∆t+ (F (S

k+1/2
j+1/2 ) − F (S

k+1/2
j−1/2 ))/∆x = 0

Condition de CFL: ∆t supSm≤S≤SM
F ′(S) ≤ ∆x

=⇒ S
k+1/2
j−1/2 ne dépend que de Sk

j−1 et Sk
j
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (3)

∂S

∂t
+
∂F (S)

∂x
= 0

Application au calcul des flux de transport (1)
time t

0 x

Skj Skj+1Skj−1

Sk+1
j ?

xj−1/2 xj+1/2

tk

tk+1/2

S
k+1/2
j+1/2 ?S

k+1/2
j−1/2?

Bilan dans l’élément espace-temps
(Sk+1

j − Sk
j )/∆t+ (F (S

k+1/2
j+1/2 ) − F (S

k+1/2
j−1/2 ))/∆x = 0

Condition de CFL: ∆t supSm≤S≤SM
F ′(S) ≤ ∆x

=⇒ S
k+1/2
j−1/2 ne dépend que de Sk

j−1 et Sk
j
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1

1

F

S

0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1
S

1

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1
S

1

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1
S

1

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1
S

1

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (4)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 1

1

S

F 0 x

S(x = 0, t)∀t > 0
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0

1

F x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0

1

F x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0

1

F x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0F

1

x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0

1

F x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0

1

F x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0F

1

x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (5)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 2
S

0F

1

x

S(x = 0, t)∀t > 0
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

0F

S

x

Modélisation de Quelques Écoulements en Milieu Poreux – p.38/??



Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

0F

S

x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

0F

S

x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

S

F 0 x
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Exemple 3

1

S

F 0 x

S(x = 0, t)∀t > 0
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Résumé:

1

S

F 0
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Résumé:
S

0F

1
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Résumé:

1

S

F 0
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (6)

Application au calcul des flux de transport (2): résolution du
problème de Riemann

Résumé:

1

S

F 0

Pour un saut décroissant:

F ( )= max
s∈(0,1)

F (s)

Pour un saut croissant:

F ( )= min
s∈(0,1)

F (s)
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (7)

Application au calcul des flux de transport (1)
time t

0 x

Skj Skj+1Skj−1

Sk+1
j ?

xj−1/2 xj+1/2

tk

tk+1/2

S
k+1/2
j+1/2 ?S

k+1/2
j−1/2?

Bilan dans l’élément espace-temps
(Sk+1

j − Sk
j )/∆t+ (F (S

k+1/2
j+1/2 ) − F (S

k+1/2
j−1/2 ))/∆x = 0

Condition de CFL: ∆t supSm≤S≤SM
F ′(S) ≤ ∆x

=⇒ S
k+1/2
j−1/2 ne dépend que de Sk

j−1 et Sk
j

=⇒ F (S
k+1/2
j−1/2 ) donné par:

F (S
k+1/2
j−1/2 ) = εmins∈I(Sk

j ,Sk
j−1

){εF (s)} où ε = sgn(Sk
j − Sk

j−1)
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Modèles diphasique incomp. sans press. capillaire (8)

Conditions aux limites:
Neumann: débit imposé en x = 0:

F1/2(t) = donné ∀t

Dirichlet: saturation “imposée” à la valeur Se(t) en x = 0:

F (S(x = 0, t)) = ε(t)mins∈I(S(x=0,t),Se(t)){ε(t)F (s)}

ε(t) = sgn(S(x = 0, t) − Se(t))

Traduction de la condition de “Dirichlet”:
-ou bien S(x = 0, t) = Se(t)
-ou bien S(x = 0, t) 6= Se(t), pour tout s dans l’intervalle

(Se(t), (S(x = 0, t)), la discontinuité entre S(x = 0, t) et s a une
vitesse de Rankine-Hugoniot sortant du domaine (Leroux)
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants: diagramme binaire
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants:

diagramme binaire

température T

pression P

C2

?

C1
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants: diagramme binaire

0 1 C1

température T

pression P

C2

?

C1
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants: diagramme binaire

liquide

point de bulle

0 1 C1

température T

pression P

C2

?

C1
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants: diagramme binaire

point de rosée

liquide+gazliquide

point de bulle

0 1 C1

température T

pression P

C2

?

C1
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants: diagramme binaire

CGCL

point de rosée

liquide+gazliquide

point de bulle

0 1 C1

température T

pression P

C2

?

C1
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Répartition composants/phases (1)

équilibre thermodynamique:

2 phases, 2 composants: diagramme binaire

CGCL gaz

point de rosée

liquide+gazliquide

point de bulle

0 1 C1

température T

pression P

C2

?

C1
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Répartition composants/phases (2)

2 phases, 3 composants: diagramme ternaire
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Répartition composants/phases (2)

2 phases, 3 composants: diagramme ternaire
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Répartition composants/phases (2)

2 phases, 3 composants: diagramme ternaire

au delà: “flash routine”
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