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Modele de diffusion avec dérive

o <§> aacb: _ div (d (%) v¢€> + %j (%) LV + ;23 (%) ¢¢ =0 sur

¢¢ = 0 sur 052

¢ (t =0,2) = ¢o(x) € H} (Q)

\
On suppose

X
clef <d (%) < Clel pp s e

d,w, j et s périodiques, — oo < c< w,J,s < C < +o0.



Interprétation du probleme en neutronique

" (E) 8¢€ _div (d (E) V(be) 4+ 1‘] <£> v¢€_|_ i8+ (E) ¢6 — iS_ (E) ¢e
e/ Ot € € € €2 € €2 €

¢¢ . densité de neutrons a une vitesse donnée.
sT : absorption
s~ : fission

j : facteur de dérive (absence de symétrie microscopique)



Interprétation du probleme en neutronique

" (E) 8¢€ _div (d (E) V(be) 4+ 1‘] <£> v¢€_|_ i8+ (E) ¢6 — iS_ (E) ¢e
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¢¢ . densité de neutrons a une vitesse donnée.

sT : absorption

s~ : fission

j : facteur de dérive (absence de symétrie microscopique)

On peux supposer que s™,s~ > 1.
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Simplification du probleme

Ce probleme est, a un changement d'inconnue pres,

1 Oy€ 1
7 _ div ( (f) ng?e) + —b (E) -V =0
" (%) ot € € €

div (b) = 0.

avecC



Simplification du probleme

A priori, le comportement asymptotique est donné par le probleme périodique
(dev. asymp.): solution asymptotique (non triviale) de

—divy (d(y) Vyo) + 3 (y) - Vyo +sT (y) o= s~ (y) ¢
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A priori, le comportement asymptotique est donné par le probleme périodique
(dev. asymp.): solution asymptotique (non triviale) de

—divy (d(y) Vyb) + 5 (y) - Vytb + 57 (y) » = As™ (y) ¥

En général, pas de solution. On étudie alors le probleme aux valeurs propres: il
existe alors toujours une solution @ > 0 (densité)

Il s'agit du méme probleme si A = 1.
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Simplification du probleme

Introduction d'un facteur temps

P (t,x) = qge(t, x) exp (T()t/EQ)

v~ —divy (d (y) Vyto) + 7 (y) - Vo + (Tow(y) + st (y)) Yo =1 x s~ (y) 4o

On choisit
C > ¢O >c>0

A(= 1) est la premiére valeur propre, donc elle est commune aux probléemes
directs et adjoints

—divy (d () Vy5) = 5 () - Vo5 + (row(v) + 57 () w0 = 5~ () 95
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Méthode de factorisation

(- (a7 (v (2))) + 5(2) % (v (3) ) i ()
_ (div (d (2)v (wo (“’))) +1i(2)-v (wo (”3))) o ()5 (2)

— div (a <%> Vgpe(x)) + %b (f) - Vpt(x)
avecC

dipotbg
Joo + odVipy — hdVio



Méthode de factorisation

1 ¢ 1
Op — div ( <§> ng) + —b (£> - V¢ =0 sur
" (%) ot € € \ €

©¢ = 0 sur 02

o (t=0,z) = ¢o(z) € Hy (Q)

\

Apres le changement d’'inconnue

) = ) @]
0(x) = ¢(x)e o (/)

Lec coefficients a, b, v sont périodiques et div(b) = 0.



Homogénéisation

Double échelle, ou développements asymptotiques: équations des correcteurs
()
—divy (a (y) V1) + b(y)Vr = divy (a (y) Vawo) + b(y) - Vo sur Y

Correcteurs

—div,, (a (y) Vfi) + b(y)VE; = div, <a (y) ei) + b(y) - €



Homogénéisation

Double échelle, ou développements asymptotiques: équations des correcteurs

(™)
—divy (a (y) V1) + b(y) Vr = divy (a (y) Vago) + b(y) - Vaypo sur Y
Correcteurs
—div, (a(y) V&) +b(y) Ve = div, (ay)e’) +b(y) - &
Compatibilité

/Y b(y)dy = 0.



Homogénéisation

Si I’équation de compatibilité est verifiée

@) = exp () v (a/e) (+"(a) + o(1))



Homogénéisation

Si I’équation de compatibilité est verifiée

@) = exp () v (a/e) (+"(a) + o(1))

Et 0 vérifie
)
1 OV
—%% _q ( v 0) — 0 sur
o iv (a*V sur
9 @’ =0 sur 99
0 (s — _ 1 1
\ P (t=0,2) = g %o(@) € Ho ()
avec

at = / I @) 7 (- 5) @
Y
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8t_('9:18<a(e) 6x>+eb8x0 (1)

Changement d’'inconnue. On introduit u. = eh(E)fue. Apres développement on
élimine le premier ordre avec

/ b
h(x)_Qa(m)
B fF_C dt /x/€< ’ _/93/6 b du)dt
ue) = ve(a) @E/O 2a(t) g0 N2l o et )

~~ V.

exponentiel périodique
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_ Y i iy —0 1
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Probleme auto-adjoint. La solution est donc de la forme

L'équation devient
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Probleme auto-adjoint. La solution est donc de la forme

L'équation devient

o .
u(z) = e ¢ i(f_)/ (v(z) + o(1))
eriodicue

“Onde de Bloch reelle”
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Ondes de Bloch en homogénéisation

A= _ 9 (akl(y)i>

OyYr Oy

A |'opérateur

on associe des ondes planes
¢ (y;n) = eV (y;n)

A(n)e = A(n)e
©(:;m) Y périodique

Pour chaque n,
M) <...< () <. >

(¢ (5 77)):;):1 forment une base orthogonale de Li(Y)

On peut introduire une transformée de Bloch

gm(n) = / g(y)e Yo (y; n)dy
Qui s’inverse

9(y) = /Y > m(m)e b (y;n)dn.



Ondes de Bloch en homogénéisation

Théoreme: La premiere valeur propre de Bloch Ai(n) a un minimum absolu en
n = 0.
o1

—(O) =0Vk=1,...,N.
ony,

Elle est strictement convexe autour de zéro, et |la hessienne en zero est donnée
par
1 0%\
2 OnOny

(0) = ay.

De plus, la dérivée du premier mode de Bloch vérifie

0P1

8—%(%0) = &, (y).

Bensoussan-Lions-Papanicoalou, Babuska-Morgan, Conca-Vanninathan, Allaire.



Ondes de Bloch réelles
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Y (- 9)6_0'y Y -périodique.
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Ondes de Bloch réelles

—div (a (y) Vi(y; 0)) +b(y) - Vip(y; 0) = Ai(0)y(y; 0)
Y (- 9)6_0'y Y -périodique.

O

S50 = [ by

Théoreme: la premiéere valeur propre A1(6) admet un unique maximum. En ce
point, les vecteurs propres directs et adjoints correspondant vérifient

oM
00,

(67) = [ b0 00 w:0) + alw) (4030 5 (w:6) — (i )5

= 0.

(y; 9)) dy

Yk

(C, Asympt. Anal, 00)



Ondes de Bloch réelles

—div (a (y) Vi(y;0)) +b(y) - V(y;0) = Ai(0)9(y;0)
(5 9)6_0'y Y -périodique.

OA1

o) = /Y by dy.

Théoreme: la premiére valeur propre A1(6) admet un unique maximum. En ce
point, les vecteurs propres directs et adjoints correspondant vérifient

OAL (o OVl (e o N2 (0 0) 92
) /Y by (43 6)6* (1 0) + aly) <¢ (4:0) 5 —(6:0) = (y; 0) -
= 0.

(y; 9)) dy

(C, Asympt. Anal, 00)

“Bon” probleme de cellule si

A(0%) =0 < 0F = 0.



Ondes de Bloch réelles

Sinon, remise a I'échelle en temps (7/€?)

1
—div (a (y) Vp(y;0,7)) + b (y) - V(y; 0, 7) + vl A (8, T)w(y, 0, 7)
(-0, T)e_e'y Y -périodique.

Il existe un unique couple (7-,60-) tels que

O\
A (0o0, Too) = 0 et 37,1 (B0, Too) = 0.



On a alors

Homogénéisation
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On a alors

Homogénéisation

&°(z) = exp (Z—Qt) exp (900 - %) e (z/e) (¢0(x) + 0(1))

avec T« = 70 + Too, Vu(+) = Yo ()Y (+; 000, Too) €L OU ¢ Vérifie

Avec

1 8¢’
2% _ div (a*Vgoo) = 0 sur 2
v* Ot

©? =0 sur O

900 (t=0,z) = fyw(y,gioﬁoo)dyfb(x) S H(% (€2)

) 1 92\
ap; — ——
il 2 90,00,

(Ceoy Ts0)):




On a alors

Homogénéisation

&°(z) = exp (Z—Qt) exp ( ) e (z/e) (¢0(x) + 0(1))

avec T« = 70 + Too, Vu(+) = Yo ()Y (+; 000, Too) €L OU ¢ Vérifie

Avec

et v* —fY

Pour des données initiales bien preparées i.e. ¢o(z) = exp(

*(Y,000,To0 )Y (Y000, Too) d

10
v—ai—dlv(ano) = 0 sur {2
©? =0 sur O
0 _ _ 1 1
\ o (t=0,2) = g g fol@) € Hy ()
1 9%\
= —— Oy Too ) -
T = 3 B0p00, 0 ™)

v(y) Y

f) fo(z).
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