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Modele Couplex

On considere le modele introduit pour I'exercice COUPLEX

’

we% — div (AcVe) 4+ Awepe = fe(t, ) dans €2,

\ ¢ = 0 sur 02,

¢e(t = 0) = ¢§(x) dans €.

ou ¢, représente une densité de polluant.

Quelles échelles choisir pour obtenir un bon modele homogénéisé:
e qui présente des comportements temps courts/temps longs.

e QUi prenne en compte des sources concentrées sur une petite zone.






Premiere approche: méthode de factorisation

Terme source de la forme f.(t,z) =g <€2t’ %) X <x_n)

€

A =& (a (%) X (%) T B(at))
ou x(y) =1« |yl <1

On introduit la famille de probléemes quasi-statiques dans GG

—div ((a(y)x(¥n) + B(0)) V(7. 1) ) + M) (7, ) = g(7,4)x(¥n)

avec ¥ (y',yn) pE€riodique en y’.
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avec ¥ (y',yn) pE€riodique en y’.

LLa solution factorisée serait
2 X
Cbe ~ u(t/e 733)¢(t7 Z)

Il faut lim ¢ #4— 0. Donc y — w(y) a support compact.

Yn —F00



Par exemple,

e = i ( (o (2) x (32) 4 50)) Vo) = 1 (202) x (3) a2

(

¢ = 0 sur 02,
¢e(t = 0) = ¢§(z) dans €.

\

avec we(x) = w (f) X (%ﬂ) + e2Py(x). On montre alors

de(t,x) = ue(t/EQ, x)W(t,x/€), avec ue — wug solution de

2

—div (B(z)Vuo) + AP1(z)ug = 0 dans ,

u(x’,0) =1,
u(x) = 0 sur 012.
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Probleme quasi-statique.
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Seconde Approche: Diffusion hétérogene

We 85;6 — div (AeVe) + Awedpe = fe (t, ) X (%”) dans 2,

§b6 — 0 sur 8Q,
be(t = 0) = g(z)x (=) dans Q.

Avec

Ac = po(x) pour |xp| > €
ou

€"pi(x) pour |z, <€, mn=1ou?2.



Un probleme proche (Sanchez-Palencia)

Aut = fdans QN {|zi| > eh}
eaAu = f dans QN {|x1| < eh}
ue = 0 sur 0.

Avec transmission sur |l'interface.

Résolution par développement asymptotiques raccordés. Dans la bande,

ut = vo(yl,acg) + evl(yl,wg) + ... avec Yy = x1/€



Un probleme proche (Sanchez-Palencia)

Aut = fdans QN {|zi| > eh}
eaAu = f dans QN {|x1| < eh}
ue = 0 sur 0.
Avec transmission sur l'interface.

Résolution par développement asymptotiques raccordés. Dans la bande,
ut = vo(yl,acg) + evl(yl,wg) + ... avec Yy = x1/€

AU premier ordre:

92V
Oy?

= 0~ o' (y1, 22) = A(z2)y1 + B(xa).



LLes conditions de transmission permettent de calculer

0 0
aA(r2) = %(0,982):%(07332)
0xq 0x1
et
2hA(z2) = ud(0,x2) — ud(0, x2)

On a donc deux solution macroscopiques raccordées

—Au) = fpourxz € Qn{x; <0}
—Auy = fopourx € QN {x >0}
ou ou a
et a—xi(oal‘z) = 8—:1:?(0’@) = o (u?(oaﬂb) - ug(()va)) :



Convergence 2 Echelles pour les Couches Limites

En prenant la méme échelle de diffusion (e¢) on peut montrer que
1

Nz X1 <x—:) Pe X1 (%) Ve

ce qui donne l'existence dans la couche d'une limite au sens de la convergence
double échelle pour les couches limites (Allaire & Conca), c'est a dire

<C

L2(0,T,L2(Q)N)

+ Ve

L>(0,T,L2())

1
lim - / be(x)) (a: f) d = / o (2!, y)o(’, y)da' dy
0O € n=0JY"’

e—0 €

pour tout ¢ € D (2,0;;0(61)).



On a

X1 (%) Pe(t, )

Ln

X1 (?> eVoe(t,x)

Ce qui donne, pour —1 <y, <1,

2ECL

—\

2ECL

—\

X1 (yn) le (ta xla y)7

x1 (yn) Vyo1(t, 2', y).

—divy (ul(fﬂ’, y)Vycbl) = 0.



On a
Ln
a (2 edta) 2 @) it ),
Ln 2ECL /
X1 (?> eVoe(t,z) “777 x1(yn) Vyopr(t,z',y).
Ce qui donne, pour —1 <y, <1,
—divy (M(a;’, y)Vy¢1) = 0.

Le terme source f n'apparait pas!



Diffusion hétérogene

On suppose

On obtient

X1 (yn) de(t, ) 228 xa (yn) @r(t, 2, ),

X1 (x:) eVoe(t,z) P xi(yn) Vyor(t, 2, y).

En testant contre une fonction test («,y) — ¥ (2/,y) telle que

Y(z',y) = x(yn)¥(2', y),

lim ! (we 09" _ e2div(u1 Vo©) + )\weqbe) WY (:13’, E) dx = lim — ! (fe) WY (:1: —) 75
Q

e—0 € ot € e—0 €



Diffusion hétérogene

On suppose

On obtient

X1 (yn) de(t, ) 228 xa (yn) @r(t, 2, ),

X1 (%) eVoe(t,z) P xi(yn) Vyor(t, 2, y).

En testant contre une fonction test («,y) — ¥ (2/,y) telle que

Y(z',y) = x(yn)¥(2', y),

lim + (we 00 _ Rdiv(u Vo) + Aweqbe) b (:13’, f) do = lim = | () (:::’, f) diz
Q Q) €

e—0 € ot € e—0 €

lirm ~ Awe 1) (w’, f) de = / / w(@',y)¢' (2, y) (@', y)da'dy
Q € xn=0JY

e—0 €

lim e / div(p1 Vo) (w’, f) dr = / / p (2, y)Vyod' (2, y) Vo (2!, y)da'dy
0 € T,=0JY

e—0



Modele asymptotique

On montre de plus que

(1 x1 (n)) ¢e(t, ) — 0(2ECL).

On a obtenu

o .
w(w’,y)% — divy (p1(2',y)Vo1) + Aw(z’, y)pr = [f(t,2',y) pour |yn| < 1
b1 (t7 513/7 y/, 1) = @1 (t, x’, ’y/, —]_) = 0
y/ — @1 (t, 513/, y’, yn) périodique.
D'autre part
1 1
—¢e — ¢olz,>0 + P21s,<0 dans Hy(€2),
Ve
qui vérifient
__09; . _
vl div (uoVei) + Awg; = 0.
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Quel raccord entre ¢g et ¢2 7



Calcul formel et simulation

Un développement asymptotique formel indique qu’'en dehors de |la bande, il
faut considerer e '¢., qui satisfait

0¢;
wi — div (poV;) + Awg; = 0.

ot
Avec
0 0
22w,0) = m [ 22!y, +1)dy
0 0
o2 2(w,0) = m [ 22y, -y

(travail en cours..)



Calcul formel et simulation

Un développement asymptotique formel indique qu’'en dehors de |la bande, il
faut considerer e '¢., qui satisfait

0¢;
wi — div (poV;) + Awg; = 0.

ot
Avec

18, 18,

22w,0) = m [ 22!y, +1)dy
aaﬁn Y/ &rn
0 0

1022200 = wm [ PPy, —1)ay
c%vn Y/ (9£lin

(travail en cours..)

| Calcul Dans |la Bande |

| Données au bord |

Simulation macroscopique




