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-I- INTR ODUCTION

MILIEU HETEROGENE    MILIEU EFFECTIF

PRISE
DE

MOYENNE

Homog �en�eisation: th�eorie math�ematique de la moyennisation. Comment
remplacer un milieu tr �esh�et�erog�enepar un milieu homog�ene(plus facile �a
calculer) ?
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HOMOGENEISA TION NUMERIQUE

But: on veut calculer la r�eponsed'un milieu h�et�erog�ene(longueur caract�eristique
� ) avec un maillage de taille h >> � .

+ On ne sesatisfait pas d'un mod�ele homog�en�eis�e: on veut aussiobtenir les

uctuations microscopiques.

+ Il peut y avoir plusieurs �echelles � (ou un continuum d'�echelles): attention
aux r�esonancesh � � .

+ Il faut choisir un mod�ele ou paradigme d'homog�en�eisation qui guide la
construction de la m�ethode num�erique.

+ M�ethode d'�el�ements �nis multi- �echelles: Arb ogast, Hou, Babuska-Schwab, E,
Engquist, Capdeboscq-Vogelius...
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-I I- RAPPELS D'HOMOGENEISA TION PERIODIQUE

Exemple mo d�ele: di�usion dans un milieu p�eriodique caract�eris�e par un
tenseur

A(y) avec y =
x
�

2 Y = (0; 1)N
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DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Equation de di�usion stationnaire
8
<

:
� div

�
A

�
x
�

�
r u�

�
= f dans 


u� = 0 sur @


D�eveloppement asymptotique �a deux �echelles:

u� (x) =
+ 1X

i =0

� i ui

�
x;

x
�

�
;

avec y ! ui (x; y) fonction p�eriodique.

Variable macroscopiquex, variable microscopiquey = x
� .

R�eglede d�erivation compos�ee) cascaded'�equations regroup�eespar puissancede
� .
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CASCADE D'EQUA TIONS

� � � 2 �
divy

�
Ar y u0

�� �
x;

x
�

�

� � � 1 �
divy

�
A(r x u0 + r y u1)

�
+ divx

�
Ar y u0

�� �
x;

x
�

�

�
+ 1X

i =0

� i �
divx

�
A(r x ui + r y ui +1 )

�
+ divy

�
A(r x ui +1 + r y ui +2 )

�� �
x;

x
�

�

= f (x):

Equation � � 2 ) u0(x; y) � u(x)

Equation � � 1 ) u1(x; y) proportionnel �a r x u(x)

Equation � 0 ) �equation homog�en�eis�eepour u(x).
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�PR OBLEME HOMOGENEISE

8
<

:
� div (A� r u) = f dans 


u = 0 sur @


avec

A�
ij =

Z

Y
A(y) (ei + r y wi (y)) � (ej + r y wj (y)) dy

et (ei )1� i � N la basecanoniquede IRN .

Le probl�emede cellule est
8
<

:
� divy (A(y) (ei + r y wi (y)) ) = 0 dans Y

y ! wi (y) Y -p�eriodique;

Il donne la r�eponsede la microstructure �a un champ moyen.
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�CONVER GENCE

On a trouv�e un tenseur e�ectif mais aussiun correcteur du probl�eme
homog�en�eis�e:

u� (x) � u(x) + �
NX

i =1

@u
@xi

(x)wi

� x
�

�

Le reste de l'ansatz est faux car il manquedescoucheslimites.

Les correcteursne sont pas n�egligeablespour les gradients !

r u� (x) � r u(x) +
NX

i =1

@u
@xi

(x)( r y wi )
� x

�

�

Cette approche seg�en�eraliseaux casnon p�eriodiquesmais pas de formule
explicite pour A� .
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REMAR QUE CR UCIALE

Dans le casp�eriodique, on a l'estimation d'erreur

u� (x) = u(x) + �
NX

i =1

@u
@xi

(x)wi

� x
�

�
+ r � (x) kr � kH 1 (
) � C

p
�

Cela ressemble a un d�eveloppement de Taylor. E�ectiv ement, on peut d�emontrer

u� (x) = u
�

x + �w
� x

�

��
+ s� (x) avec w = (w1; :::; wN )

avec ks� kH 1 (
) � C
p

� .

Nouvelle id�ee: pour calculer une approximation de u� on utilise une m�ethode
E.F. standard pour u mais compos�eeavec un changement de variables.



Homog �en �eisation n um �erique 10 G. Allaire

-I I I- ELEMENTS FINIS MUL TI-ECHELLES

8
<

:
� div

�
A

�
x
�

�
r u�

�
= f dans 


u� = 0 sur @


+ On s'inspire du casp�eriodique, mais on utilise la m�ethode pour descasplus
g�en�eraux.

+ Th�eor�emesd'estimation d'erreur dans le casp�eriodique si h >> � (pas de
r�esonances).

+ Id�eeprincipale inspir�eepar la m�ethode de L. Tartar en homog�en�eisation:
fonction test oscillante.

+ Id�eenum�erique: les fonctions de basede la m�ethode d'�el�ements �nis
contiennent les oscillations descoe�cien ts.

+ On d�ecrit la m�ethode propos�eepar A.-Brizzi.
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�IDEE DU CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans le casp�eriodique, on a

u� (x) � u
�

x + �w
� x

�

� �
avec w = (w1; :::; wN )

On utilise un maillage grossieret une m�ethode E.F. standard pour u.

On utilise un maillage �n pour calculer dans chaquemaille grossi�ere le
changement de variables � � (x) = x + �w

�
x
�

�
.

Conclusion: on garde la complexit�e d'un calcul grossier,mais les fonctions de
basescontiennent desoscillations microscopiques.
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�ELEMENTS FINIS MUL TI-ECHELLES
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�ELEMENTS FINIS MUL TI-ECHELLES

Maillage grossier: fonctions de baseE.F. (� i ) (degr�e k quelconque).

Changement de variables: sur chaquemaille K du maillage grossieron calcule � �

solution de 8
<

:
� div

�
A

�
x
�

�
r � �

�
= 0 dans K

� � (x) = x sur @K

Construction desfonctions de base: on pose� �
i (x) = � i � � � (x). On construit

ainsi une m�ethode d'�el�ements �nis conforme.

Estimation d'erreur dans le casp�eriodique:

ku� � uh
� kH 1

0 (
) � C
�

hk +

r
�
h

�
:
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REMAR QUES

+ Dans le casp�eriodique � � (x) � x + �w
�

x
�

�
.

+ Le calcul desfonctions oscillantes � � est parall�elisable.

+ Calcul global sur le maillage grossierseulement.

+ Aucune p�eriodicit �e n�ecessairepour la mise en oeuvre.

+ Si k = 1 on retrouve la m�ethode de Hou et al. qu'on peut interpr�eter comme
une m�ethode d'enrichissement local par des"bulles".

+ Cas test num�eriquespour k = 2.

+ Possibilit�e de choisir un support plus large pour � � pour �eviter dese�ets de
coucheslimites entre mailles.

+ Valable en toutes dimensionset pour tout type de maillage conforme.
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