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-I- INTR ODUCTION

Ly

PRISE
DE
MOYENNE

MILIEU HETEROGENE MILIEU EFFECTIF

Homog eneisation: theorie mathematique de la moyennisation. Commert
remplacer un milieu tresheterogene par un milieu homogene (plus facile a
calculer) ?
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|HOMOGENEISA TION NUMERIQUE

But: on veut calculer la reponsed'un milieu heterogene (longueur caracteristique
) avec un maillage de taille h >>

+ On ne sesatisfait pasd'un modele homogeneise: on veut aussiobtenir les
uctuations microscopigues

Il peut y avoir plusieurs edielles (ou un continuum d'edielles): attention
aux resonances

Il faut choisir un modele ou paradigme d'homogeneisation qui guide la
construction de la methode numerique.

Methode d'elements nis multi- echelles: Arb ogast, Hou, Babuska-Sawab, E,
Engquist, Capdeboscqg-\bgelius...
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-II- RAPPELS D'HOMOGENEISA TION PERIODIQUE I

Exemple modele: diusion dansun milieu periodique caracterise par un
tenseur

A(y) avec y = X2y = (0; DN
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| DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Equation de di usion stationnaire
8

< dv A X
- u=0

Deweloppemert asymptotique a deux edelles:

)1
u(x)=
i=0

avecy ! uj(x;y) fonction periodique.
Variable macroscopiquex, variable microscopiquey = =.

Reglede derivation composee) cascaded'equationsregroupeespar puissancede
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| CASCADE D'EQUA TIONS |

. X
2 divy Ar yup X -

. . X
todivy A(r xUg+ T yup) +dive Aryug X -

X1 X

" dive A(r U + T oyUieg) + divy AN xUpsg + T oyUis2) X
=0

= f (X):

Equation 2) ug(X;y) u(x)
Equation ') wuq(x;y) proportionnel ar yu(x)

Equation %) equation homogeneisee pour u(x).
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IPROBLEME HOMOGENEISE |

8
<

div (A ru)=f dans
u=20 sur @

Z

Aj = y Aly) (e + 1 ywi(y)) (g +r1 ywj(y))dy

et (&)1 i n la basecanoniquede RN .

Le problemede cellule est
8

< divy (A(y)(e + 1 ywi(y))) =0 dansy
y! wi(y) Y -periodique;

Il donnela reponsede la microstructure a un champ moyen.

G. Allaire
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ICONVER GENCE |

On a trouv e un tenseur e ectif mais aussiun correcteur du probleme
homogeneise:

X' a

X
u(x) u(x)+ — (Wi —
i=1 !
Le reste de I'ansatz est faux car il mangue descoudeslimites.

Les correcteursne sort pas negligeablespour les gradients !

XN
Fu) ruF D yw) X

i=1

Cette approche segeneralise aux casnon periodiques mais pas de formule
explicite pour A .
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|REMAR QUE CRUCIALE |

Dans le casperiodique, on a l'estimation d'erreur

N
@_(x)wi X b1 krkesy CMC

i=1 !

Celaressenble a un developpemert de Taylor. E ectiv emert, on peut demortrer

X
u(x)=u x+w — +s(x) avec w= (Wqg;:;WN)

P -

avecks ky1(y C

Nouvelle idee: pour calculer une approximation de u on utilise une methode
E.F. standard pour u mais composee avec un changemer de variables.
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‘-III- ELEMENTS FINIS MUL TI-ECHELLES '

8
<

div A % = f dans
u =20 sur @

On s'inspire du cas periodique, mais on utilise la methode pour descasplus
generaux.

Theoremesd'estimation d'erreur dansle casperiodique sih >> (pasde
resonancep

Idee principale inspireepar la methode de L. Tartar en homogeneisation:
fonction test oscillarte.

ldee numerique: les fonctions de basede la methode d'elemerts nis
cortiennent les oscillations descoe cien ts.

On decrit la methode proposee par A.-Brizzi.
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I IDEE DU CHANGEMENT DE VARIABLES |

Dans le casperiodique, on a

X
u(x) u x+ w -— avec W = (Wg;:;WN)

On utilise un maillage grossieret une methode E.F. standard pour u.

On utilise un maillage n pour calculer dans chaque maille grossere le
changemen de variables (x) = x+ w % .

Conclusion: on garde la complexite d'un calcul grossier,mais les fonctions de
basescortiennent desoscillations microscopiques.
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IELEMENTS FINIS MUL TI-ECHELLES |
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IELEMENTS FINIS MUL TI-ECHELLES |

Maillage grossier: fonctions de baseE.F. ( i) (degre k quelconque).

Changemen de variables: sur chaque maille K du maillage grossieron calcule
solution de 3

S div A X = 0 dansK
(X) = X sur @
Construction desfonctions de base:on pose ;(X) = ; (x). On construit
ainsi une methode d'elemerts nis conforme

Estimation d'erreur dans le cas periodigue:

ku uthg() C hk+
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IREMAR QUES |

Dans le casperiodiqgue (X)) x+ w 2 |

Le calcul desfonctions oscillantes  est parallelisable.
Calcul global sur le maillage grossierseulemei.
Aucune periodicit e necessaireour la mise en oeuvre.

Si k = 1 on retrouve la methode de Hou et al. gu'on peut interpreter comme
une methode d'enrichissemen local par des"bulles".

Castest numeriquespour k = 2.

Possibilite de choisir un support plus large pour  pour eviter dese ets de
coudeslimites entre mailles.

Valable en toutes dimensionset pour tout type de maillage conforme.
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{ Coupe de la solutior} Derivee eny

0.5y)
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fe2
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ps/dy(x
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DU_e
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