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4. Conclusion



Rencontres MoMaS–PARIS, Lyon, 18–19 septembre 2003 3�

�

�

�

1. Applications
• Déchets (nucĺeaires) : Stockage ǵeologique profond (500 m) des déchets radioactifs

(France: 200 m3/an) de forte activit́e et/ouà longue duŕee de vie (≈ 100 000 anńees)

−→ Prédire le comportement de la barrìere ouvraǵee en argile gonflante
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• Génie civil
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• Electro-osmose

STOP
A L’HUMIDITE GRIMPANTE

DANS LES MURS

HYGROSTOP

LE TRAITEMENT DE FOND DES

REMONTEES CAPILLAIRES

La centrale d’assèchement envoie dans les murs

un courant électrique continu très basse tension

(sans aucun danger) inverse à celui produit par les

remontées capillaires. Ce courant repousse l’eau

vers le bas.
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• Stabilit é des puits ṕetroliers

Puits
“Eau pure”

Réservoir
“Eau avec sel”

�

�

�

Mouvement d’eau par effet osmotique conduisant̀a des probl̀emes d’instabilité
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• Biomécanique du cartilage
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2. Introduction aux argiles
2.1. Structure des argiles gonflantes
• Tetraèdre de silice et octàedre d’alumine

• Substitutions isomorphes : Al3+ −→Mg2+ ou Si4+ −→ Al3+

⇒ Charge de surface négative (σ < 0)



Rencontres MoMaS–PARIS, Lyon, 18–19 septembre 2003 9�

�

�

�

• Arrangement microscopique
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2.2. Arrangement ǵenéral : milieu à n–échelles ?
• Vue mésoscopique d’une smectite

Micrographie de D. Teissier
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• Milieu à trois échelles
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2.3. Forceśelectrochimiques
•D < 3.10−9 m : Forces d’hydratation (attractives-r épulsives)
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• Forces de Van der Walls (attractives)
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•D>3.10−9 m : Forcesélectrostatiques (ŕepulsives)
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3. Modélisation mathématique
3.1. Equationsà la microéchelle
3.1.1. Champéléctrique E
Sel monovalent entièrement dissocié (NaCl−→ Na+ + Cl−)

c+(−) concentration molaire de cations (anions)

F constante de Faraday

ε̃ ε̃0 constante díelectrique de l’eau

• Equation de Gauss-Poisson

∇ . (ε̃ ε̃0 E) = F
(
c+ − c−) dans Vf

• E irrotationnel (pas de champ magnetique) :E = −∇Φ (Φ : potentielélectrique).

• Equation de Poisson

∇2Φ = − F

ε̃ ε̃0
(c+ − c−) dans Vf
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• Condition limite à l’interface Afs

σ (< 0) : densit́e de charges fixes̀a la surface des particules

n : normale unit́e ext́erieureà la phase fluide

∇Φ .n =
σ

ε̃ ε̃0
sur Afs
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3.1.2. Mouvement du fluide

• Problème de Stokes modifíe

0 = ∇ .v

0 = −∇p+ F
(
c+ − c−) E + µf∇2v

• Tenseur de MaxwellτM

F
(
c+ − c−) E = ∇ . τM

où τM =
ε̃ ε̃0
2
(
2EE− E2 I

)
• Equation pour le mouvement de la phase fluide

0 = ∇ . (−p I + τM ) + µf∇2v

• Condition à l’interface Afs

v =
∂u
∂t

où u est le d́eplacement de la phase solide.
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3.1.3 Transport des ions

• Mouvement des ions
– Convection
– Diffusion brownienne
– Diffusion forćee

• Cas d’un sel monovalent : NaCl

• Mouvement des cations (Na+) et des anions (Cl−)

∂c±

∂t
+ ∇ . (c± v) = ∇ .

[Dw±
(∇c± ± c± ∇Φ

)]
où Φ =

F Φ
RT

(R constante des gaz parfaits).

• Condition limite sur Afs (imperméable)

−Dw±
(∇c± ± c± ∇Φ

)
.n = 0



Rencontres MoMaS–PARIS, Lyon, 18–19 septembre 2003 19�

�

�

�

3.1.4. Deformation des particules solides

• Equations de l’élasticité

µs∇2u + (λs + µs) ∇ (∇ .u) = 0 dans Vs

• Condition limite sur Afs[−p I + µf

(∇v + ∇vT
)

+ τM

]
.n =

[
λs (∇.u) I + µs

(∇u + ∇uT
)]
.n
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3.2. Homoǵenéisation

“M ésóechelle”←− “Microéchelle”
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3.2.1. Principe – Nombres adimensionnels

• Deux échelles de longueur :uneéchelle microscopique� (y) et uneéchelle

macroscopiqueL (x)

• Principe de śeparation deséchelles :ε ≡ �/L << 1.

x ety sont des variables indépendantes.

• Valeurs de référence

∗ �ref ≡ L
∗ Eref ≡ σ/ε̃ ε̃0
∗ Φref = �Eref (� � LD)

∗ cref = σ/ (F �)

∗ (λs + 2µs)(uref/L) = max(pref ,
ε̃ε̃0
2
E2

ref )
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• Milieu p ériodique (cellule-unitéY)

x∗ =
x
L

y∗ =
y
�

y∗ = x∗ L
�

=
x∗

ε
, ou : y =

x
ε

.

• Dérivée spatiale :∇ −→ ∇x + ε−1∇y
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• Nombres adimensionnels
µf vref

pref L
= O(ε2) : scaling usuel pour la loi de Darcy

Pe =
vref L

Dw+
= O(εm) : nombre de Ṕeclet (m = 0)

M1 =
σ2

ε̃ ε̃0 pref
= O(1)

M2 =
ε̃ ε̃0E

2
ref L

2uref (3λs + 2µs)
= O(1)

N =
F σ �

ε̃ ε̃0RT
= O(1)

• Développement asymptotiquèa deuxéchelles en fonction deε

θ(x, y, t) =
k=∞∑
k=0

εk θk(x, y, t)
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3.2.2. Variables rapides−→ Variables lentes

∗ Phase fluide(en chaque point) :c+(x, y), c−(x, y), Φ(x, y).

∗ Bulk virtuel : concentrationcb(x, y) et potentieĺelectriqueψb(x, y)
en équilibre thermodynamique avec la solution.

µ± = ±F Φ +RT ln c± = ±F ψb +RT ln cb = µ±
b

D’où :

Φ(x, y) = ϕ(x, y) +ψb(x, y)

c+(x, y) = cb(x, y) exp (−F ϕ(x, y)/RT )

c−(x, y) = cb(x, y) exp (+F ϕ(x, y)/RT )

∗ ϕ(x, y) � ϕ0(y, cb) : potentielélectrique de “double couche”

∗ ψb(x, y) � ψ0
b(x) : potentiel de courant (streaming potential)

∗ cb(x, y) � c0b(x) : concentration du bulk
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• Pression du bulk
∗ A l’ équilibre thermodynamique :cb = constante,ψb = constante

0 = −∇p− F (c+ − c−)∇ϕ

0 = −∇
[
p+
∫ ϕ

0

F
(
c+ − c−) dϕ

]

pb(x,y, t)
(� p0

b(x, t)
)

= p+
∫ ϕ

0

F
(
c+ − c−) dϕ

= p−RT (c+ + c− − 2 cb
)︸ ︷︷ ︸

= p(x,y, t)− π(x,y, t)

π est la pression osmotique de Donnan.

∗ Conclusion :à l’équilibre thermodynamique

0 = −∇pb
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3.2.3. Ŕecapitulatif deséquations

• Equation de Poisson dansY f

ε2∇2(ϕ+ ψb) = − q

ε̃ ε̃0
avec q = F (c+ − c−)

E = −ε ∇(ϕ+ ψb)

• Equations de Stokes dansY f

0 = ∇ .v

0 = −∇pb − 2RT (coshϕ− 1) ∇cb + 2RT cb sinhϕ∇ψb + ε2µf∇2v

• Transport des ions dansY f

∂

∂t
[exp (∓ϕ) cb] + εm ∇ . (exp (∓ϕ) cb v) = ∇ .

[D± exp (∓ϕ)
(∇cb ± cb∇ψb

)]
• Déformation du solide dansY s

∇ . σs = 0 σs = cs E(u)
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• Condition limite à l’interface fluide–solide∂Y fs

ε∇(ϕ+ ψb) .n =
σ

ε̃ ε̃0

v =
∂u
∂t

D±
(∇cb ± cb∇ψb

)
.n = 0[

(−p I +
ε̃ε̃0
2
(
2E⊗E− E2 I

)
+ 2 ε2 µf E(v)

]
n = csE(u)n
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3.2.4. Equation de Poisson–Boltzmann

• DansY f (ϕ = F ϕ/RT )

∇2
y ϕ

0 =
1
L2

D

sinhϕ0 avec LD =

√
ε̃ ε̃0RT

2F 2 c0b
(longueur de Debye)

• Condition limite sur l’interface fluide–solide ∂Y fs

∇y ϕ
0 .n =

F σ

ε̃ ε̃0RT

• Conditions de ṕeriodicit é sur∂Y fe

• Conservation de la charge: par int́egration surYf

|∂Yfs|
|Yf | σ + c0b F (G+ −G−) = 0

avec G± =
〈
exp
(∓ϕ0

)〉f
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3.2.5. Transport des ions
• Ordre O (ε−2

)
: c0b(x, t) ψ0

b (x, t)
• Ordre O (ε−1

)
: dansYf

∇y.
[
D± exp

(∓ϕ0
)(∇xc

0
b ± c0b∇xψ

0

b + ∇yc
1
b ± c0b ∇yψ

1

b

)]
= ∓c0b exp

(∓ϕ0
)
v0.∇yϕ

0

−D± exp
(∓ϕ0

) [∇xc
0
b ± c0b ∇xψ

0

b + ∇yc
1
b ± c0b ∇yψ

1

b

]
. n = 0 sur ∂Yfs

Fermeture : c1b ± c0b ψ
1

b = χ± c0b + f±
(
∇xc

0
b ± c0b ∇xψ

0

b

)
+ ĉ±(x, t)

Problème local pourχ±:

∇y .
[D± exp

(∓ϕ0
)∇yχ

±] = ∓ exp
(∓ϕ0

)
v0 .∇yϕ

0 dansYf

−D± exp
(∓ϕ0

)∇yχ
± . n = 0 sur∂Yfs

Problème local pourf±:

∇y .
[D± exp

(∓ϕ0
)
(∇yf

± + I)
]

= 0 dansYf

−D± exp
(∓ϕ0

) (
I + ∇yf

±) . n = 0 sur∂Yfs
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3.2.6. Loi de Darcy
• Problème de Stokes modifíe

µf �yyv0 −∇yp
1
b −A∇yχ

+ −B∇yχ
− = ∇xp

0
b + F ∇xc

0
b +G∇xψ

0

b

∇y .v0 = 0 dans Yf et v0 =
∂u0

∂t
sur∂Yfs

avec
F = RT

{
2c0b
(
coshϕ0 − 1

)
I +

[
exp
(−ϕ0

)− 1
]∇yf

++
[
exp
(
+ϕ0

)− 1
]∇yf

−}
G = RT c0b

{−2 sinhϕ0 I +
[
exp
(−ϕ0

)− 1
]∇yf

+ − [exp
(
+ϕ0

)− 1
]∇yf

−}
A = RT c0b

[
exp
(−ϕ0

)− 1
]
, B = RT c0b

[
exp
(
+ϕ0

)− 1
]

• Décompositions de la vitesse, de la pression et du potentiel de relaxation :

v0 = v0
p + v0

c + v0
e

p1
b = p1

p + p1
c + p1

e

χ± = χ±
p + χ±

c + χ±
e

= h±
p .∇xp

0
b + h±

c .∇xc
0
b + h±

e .∇xψ
0

b
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• Composante hydraulique

µf�yyv0
p −∇yp

1
p −A∇yχ

+
p −B∇yχ

−
p = ∇xp

0
b

∇y.v0
p = 0 dans Yf

∇y . [D± exp
(∓ϕ0

)∇yχ
±
p ] ± v0

p · exp
(∓ϕ0

)∇yϕ
0 = 0

v0
p =

∂u0

∂t
; ∇yχ

±
p . n = 0 sur ∂Yfs

• Composante chimico-osmotique

µf�yyv0
c −∇yp

1
c −A∇yχ

+
c −B∇yχ

−
c = F∇xc

0
b

∇y.v0
c = 0 dans Yf

∇y . [D± exp
(∓ϕ0

)∇yχ
±
c ] ± v0

c · exp
(∓ϕ0

)∇yϕ
0 = 0

v0
c = 0; ∇yχ

±
c . n = 0 sur ∂Yfs
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• Composanteélectro-osmotique

µf�yyv0
e −∇yp

1
e −A∇yχ

+
e −B∇yχ

−
e = G∇xψ

0

b

∇y.v0
e = 0, dans Yf

∇y . [D± exp
(∓ϕ0

)∇yχ
±
e ] ± v0

e · exp
(∓ϕ0

)∇yϕ
0 = 0

v0
e = 0; ∇yχ

±
e . n = 0 sur ∂Yfs .

• Loi de Darcy modifiée

v0
D ≡

〈
v0

p − ∂u0/∂t
〉

+
〈
v0

c

〉
+
〈
v0

e

〉
=
〈
v0 − ∂u0/∂t

〉
v0

D =
〈
v0 − ∂u0/∂t

〉
= −KP ∇x p

0
b −KC∇x c

0
b −KE∇x ψ

0

b
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3.2.7. Mouvement macroscopique des ions
• Prise de moyenne

Ψf défini sur la phase fluide

Temps :
〈
∂Ψf

∂t

〉
=

∂ 〈Ψf 〉
∂t

− 1
ε |Y |

∫
∂Yfs

Ψf wfs . nfs dΓ

Espace : 〈∇ . (Ψf v)〉 = ∇ . 〈Ψf v〉 +
1

ε |Y |
∫

∂Yfs

Ψf v . nfs dΓ

Commewfs . n = v . nfs (condition de non-glissement)〈
∂Ψf

∂t
+ ∇ . (Ψf v)

〉
=

∂ 〈Ψf 〉
∂t

+ ∇ . 〈Ψf v〉

〈
∂Ψf

∂t
+ ∇ . (Ψf v)

〉
=

∂
〈
Ψ0

f

〉
∂t

+ ∇x .
〈
Ψ0

f v0
〉

+ o
(
ε0
)
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• Equations macroscopiques de transport des ions

∂

∂t

(
nf

〈
exp
(∓ϕ0

)〉f
c0b

)
+ ∇x .

(
nf

〈
exp
(∓ϕ0

)(
v0 −D± ∇yχ

±)〉fc0b )
= ∇x .

[
nf D±

〈
exp
(∓ϕ0

) (
I + ∇yf

±)〉f (∇xc
0
b ± c0b ∇xψ

0

b

)]
Soit :

∂

∂t

(
nf G

∗
± c

0
b

)
+ ∇x . J

0
± = 0

avec J0
± ≡ G∗

± c
0
b v∗0

± − nf

(
Dc

±∇xc
0
b ±De

±c
0
b ∇xψ

0

b +Dp
±∇xp

0
b

)

G∗
± =

〈
exp
(∓ϕ0

)〉f
; G∗

± v∗0
± =

〈
exp
(∓ϕ0

)
v0
〉
; Dp

± = D±
〈
exp(∓ϕ0)∇yh

±
p

〉f
DI

± = D±
〈
exp
(∓ϕ0

) (
I + ∇yf

± + ∇yh
±
I

)〉f
; I = c, e
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• Formulation alternative :

J0 ≡ J0
+ + J0

− I0
e ≡ F (J0

+ − J0
−) J0 = 2 c0b v0

D + J0
c

∗ Relations de ŕeciprocité de Onsager
v0

D

J0
c

I0
e

= −


LPP LPC LPE

LCP LCC LCE

LEP LEC LEE




∇xp
0
b

RT∇x ln c0b
∇xψ

0
b


∗ Symétrie des coefficients

Si les potentiels electro-chimiques ne fluctuent pas au travers des micropores, i.e.

∇yχ
± = 0 et∇yf

± = 0 :

LPP = LT
PP LCC = LT

CC LEE = LT
EE

LPC = LT
CP LPE = LT

EP LCE = LT
EC
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• Autre formulation de la condition d’ électroneutralité
∗ Condition d’ électroneutralité

1
|Y |
∫

∂Yfs

σ dΓ = nfs 〈σ〉fs = 2nf F
〈
sinhϕ0

〉f
c0b

∗ Prise de moyenne pour une int́egrale de surface (Gray et Hassanizadeh)

∂

∂t

(
nfs 〈σ〉fs

)
+ ∇ .

(
nfs

〈
σ
∂u
∂t

〉fs
)

= 0

∗ At O(1) (u0 indépendant dey):

∂

∂t

(
nfs 〈σ〉fs

)
+ ∇x .

(
nfs 〈σ〉fs ∂u0

∂t

)
= 0

∗ Condition d’ électroneutralité combińee avec la conservation de la charge

∇x .

(
I0

e + 2nf F
〈
sinhϕ0

〉f
c0b
∂u0

∂t

)
= 0

∗ Conserv. charge dans un ref́erentiel se d́eplaçant avec la vitesse du solide
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3.2.8. Equation pour la phase solide

• Ordre O(ε0): u0(x, t)

• Ordre O(ε):

µs∇2
y u1 + (λs + µs)∇y(∇y .u1) = 0 dansYs

− [p0
b (x, t) I + Π (x,y, t)

]
.n =

[
λs

(∇x.u0 + ∇y.u1
)
I

+2µs

(Ex(u0) + Ey(u1)
) ]
.n sur∂Yfs

• On ∂Y se : Conditions de ṕeriodicit́e

• Pression de disjonctionΠ

Π = −
∫ ϕ0

0

F
(
c+ 0 − c− 0

)
dϕ︸ ︷︷ ︸

π0

I− ε̃ ε̃0
2
(
2E0 E0 − (E0)2 I

)
︸ ︷︷ ︸

τM 0
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• Fermeture pour u1

u1 = ζ(y) p0
b(x, t) + ξ(y) : Ex(u0) + u1

π(x, y, t) + û1(x, t)

• ζ etξ : Auriault et Sanchez-Palencia, 1977.

• u1
π vérifie dansYs :

µs∇2
yu

1
π + (λs + µs)∇y(∇y .u1

π) = 0

et sur∂Yfs :

−Π .n =
[
λs∇y .u1

π I + 2µs Ey(u1
π)
]
.n

avec des conditions de périodicit́e sur∂Yse
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• Equations de Biot modifiées

∗ Tenseur de contrainte totale Dans Yf , σt = σf

In Ys , σs

∇x . 〈σ0
t 〉 = 0

∗ Principe de Terzaghi modifié

〈σ0
t 〉 = p0

b (−nf I + 〈C .Ey(ζ)〉)︸ ︷︷ ︸
pression du pore

+ 〈C . (I + Ey(ξ))〉 .Ex(u0)︸ ︷︷ ︸
contraintes de contact

− 〈Π〉SP︸ ︷︷ ︸
tenseur de gonflement

∗ “Pression de gonflement” (en fait un tenseur)

〈Π〉SP = −ns

〈
C .Ey(u1

π)
〉s

+ nf 〈Π〉f
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• Exemple

S O L U T I O N 

C E L L COMPUTATIONAL

DOMAIN 

C  L A Y   P A R T I C L E 

E  L E C T R O L Y T E 

Cellule unit́e ṕeriodique

et domaine de calcul (carré de ĉotéH)

10

20

30

X
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20

30
Y

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-1

PHI

10

20X

10

20
Y

ϕ∗ ≡ ϕ0ε̃ε̃0/σLD

en fonctionx∗ = x/LD.
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Pression de gonflement adimensionnelleΠ∗
S ≡ (2Π0

S ε̃ε̃0/σ
2)

en fonction de l’espacement entre les couchesH/LD.
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• Conservation de la masse “totale”

∇x .

(
〈v0〉 − nf

∂u0

∂t

)
= (−nf I + 〈∇y . ξ〉) :

∂Ex(u0)
∂t

+ 〈∇y . ζ〉 ∂p
0
b

∂t
+

∂

∂t

〈∇y .u1
π

〉
• Conservation de la masse pour le fluide

∂nf

∂t
+ ∇x · 〈v0〉 = 0
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3.2.9. Ŕecapitulatif du modèleà deuxéchelles
• Inconnues
σ0

T , p0
b , u0, v0

D, c0b , ψ0
b , nf

• Récapitulatif du modèleà deuxéchelles

∇x . σ
0
T = 0 Equilibre m écanique

σ0
T = −α p0

b +Cs Ex(u0)−Π0 Principe de Terzaghi

v0
D = −KP ∇x p

0
b −KC∇x c

0
b −KE∇xψ

0
b Loi de Darcy

∇x.v0
D +α :

∂

∂t
Ex(u0) = β

∂p0
b

∂t
+
∂γπ

∂t
Conserv. du volume total

∂

∂t

(
nf G

∗
± c

0
b

)
+ ∇x . J

0
± = 0 Conservation ions

J0
± = G∗

± c
0
b v±0

∗ Flux total des ions

−nf

(
Dc

±∇xc
0
b ±De

±c
0
b ∇xψ

0

b +Dp
±∇xp

0
b

)
∂nf

∂t
+ ∇x.v0

D + nf∇x.
∂u0

∂t
= 0 Conserv. volume fluide
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4. Conclusions

∗ Théorie compl̀ete en propageant la physique de l’́echelle du poreà l’ échelle
mésoscopique.

∗ Le microscopique des uns est le macroscopique des autres :forces d’hydratation,

forces de Van der Walls forces, couplage avec la dynamique moléculaire ?

∗ Du mésoscopique au macroscopique :milieux à troiséchelles ou plus. . .

∗ Comprendre le fonctionnement du mod̀eleà deuxéchelles. . .


