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1 L'in uence des micr ostructures

Taille caract r istiqgue : 100 microm tres .

Observation du fond d'entaille dans un élastomere.
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1 L'in uence des micr ostructures

Couverture de Science, 6 mai 1994 Journal of Statistical Physics, 29 (1982) 813-848

Microstructures dans des uides complexes.

Tps carac. microstructure
We= — = :
L= Tps carac. solvant
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

Equations de Navier-Stokes
(@+ur )u=r1 ptdiv( )+ fex;
div (u) = O:
Fluides newtoniens :

— t .
= - ru+ru,;
2

Fluides non newtoniens :

t .
—ru+‘ru + ;
2

F(r u):
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

[ Mécanique des fluides } Modélisation microscopique }

{ Modeles différentiels H Modeles intégraux HModéles stochastiques ]

éléments finis

éléments finis (fluide)

discrétisation de l'intégrale Monte Carlo (polymeéres)
en utilisant la fonction mémoire (réduction de variance)
[ Simulations macroscopiques } [ Simulations Micro-Macro }
N J/

Modeles différentiels : 2+ =F (1 u);
Modéles intégraux : Pom(t t19Sy(t9 dt©

| I

(Approche macroscopique : R. Keunings & al., B. van den Brule & al., M. Picasso & al.)
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

pproche mésoscopique basée sur la théorie
cinétique. Le modele le plus simple est dit de Rouse.
rd, C.F. Curtiss, R.C. Armstrong and O. Hassager, Dynamic of Polymeric Liquids, Wiley)
Doi, S.F. Edwards, The theory of polymer dynamics, Oxford Science Publication)

(H.C. Ottinger, Stochastic processes in polymeric uids , Springer)

Wiea)
OO
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

orces s'appliguant sur la boule i placée en X} dans le
champ de vitesse u(t; x) (Equation de Langevin) :

Force de trainée : ]
t v :
— X
dt U(t, t) J
Force entropigue entre les boulesi et (i 1)

(X = X' x'1):

F(X)=HX Hookean dumbbell;

F(X) = ;7% FENE dumbbell
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

“Force brownienne” : Fi(t) t.q.
VA t

Fi(s)ds=
0

P

kg T W/

ou W! est un mouvement Brownien.

Dans le cas dumbbell (2 boules: X = X2 X1), on

obtient :
0 = dX¢ u(t;X?) u(tXP) dt
p
2F(X)dt+ 2kgT dWZ W);
S
T
dXi= 1 cu(t; X)Xy gF(xt) dt+ xe dW ¢
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

e tenseur des contraintes est obtenu par la formule
de Kramer :

@

@

4%\

= ny( kgTld+ E(X F(X))):
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

e systeme total est donc :

(@+ur)u=r p+ u+dv()+ fex;
v (u) = 0;

=np( kgTld+ E(X F(X))); 0
dX i+ uir yXedt= ru(t X)Xt  2F(X;) dt+ 2eTdw,:

On peut aussi écrire le probleme sur la densite de
probabilité (t; x; X) (Fokker-Planck) :

. 2
@+u ry = divx ryuX —F(X)

@ 2K
+ 8

X
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2 Un modele micr o-macr o pour les uides

existe des methodes numérigues pour resoudre
directement ce systeme couplant EDP et EDS. Les
Intéréts de cette approche micro-macro sont :

les modeles purement macro nécessitent des
approximations de cloture (pour obtenir une
équation autonome sur ) dif ciles a intuiter et
dont il est dif cile de mesurer l'impact,

les modeles micro sont plus riches car ils ne sont
pas tous équivalents a des modeles macro
(Hookean oui, FENE non),

IIs sont plus proches de la physigue fondamentale
et leurs parametres ont une signi cation physique
claire et peuvent étre estimeés.
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3 Quelgues resultats mathématiques

Existence de solutions, en quel sens

Existence cas Hookean dumbbell : B. Jourdain, TL, C. Le Bris, M3AS, 2002.
Existence pour le mod le FENE : B. Jourdain, TL, C. Le Bris, Journal of
Functional Analysis 2003 / Au sujet de 'EDS FENE, B. Jourdain, TL / M. Renardy
SIAM J. Math, 1997.

Terme de transport dans I'EDS : C. Le Bris, P.L. Lions, Renormalized solutions to

some transport equations with partially W 11 velocities and applications.

Convergence des méthodes numériques

Analyse num r ique pour le mod le Hookean dumbbell : B. Jourdain, TL, C. Le
Bris, M3AS, 2002 / TL, Computers and Fluids, 2003.

Analyse et amélioration de ces methodes
M thodes de r duction de variance : B. Jourdain, TL, C. Le Bris, JINNFM, 2003/
J. Bonvin and M. Picasso, JNNFM, 1999.
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3 Quelgues resultats mathématiques

es principales dif cultés : transport et couplage.

Re @+u ru =@ ) u rp+dv(),

@
div (u) = 0,

= wel EX FX) 1),

1 1
+ = S + P :
dX +u 1 Xdt= rux  SE F(X) dt+ p — dw

SiI F(X) = X, ona (Oldroyd-B) :
@

: _ T T
@+u.r =ru + (ru) +W—e(rU+(rU))

1
We
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3 Quelgues resultats mathématiques

)ésormais on considere un écoulement cisaillé.
A
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On conserve le couplage, mais on élimine le transport
(caru:r = 0).
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Analyse num rigue

Analyse num rique
en m canigue des fluide

des EDS

3 Quelgues resultats mathématiques

Discrdtisation en espace : convergence de la solution
approchée par déments ®nis : O( Y).

Discrédtisation en temps : convergence de schédmas en
temps pour des EDO ou des EDS : O( t).

Le probl me

Discrdtisation par la méthode de Monte Carlo :

loi des grands nombres : O plv
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3 Quelgues resultats mathématiques

Uo=1  +> Simulation...
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3 Quelgues resultats mathématiques : Convergence

ans le cas des dumbbells hookéens, on a existence
'une solution et :

Théoreme 1 Convergence du schema numerigue.
On suppose up 2 Hy, fext 2 Li(Hy), @ ext 2 L{(LY) et

t< 3. PourVy = P1,onas8n< L,

on (IR
u(tn) U + E(Xt,Y1,) v KXhinYn
L3 (L?) =1 Ly(Lt)
C y + t + pL
M
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3 Quelgues resultats mathématiques : Convergence

chéma de preuve
P1 discrétisation en espace . O( y) (ou mieux...),
discrétisation en temps (Euler-Mihlstein) : O( t),

discrétisation Monte Carlo: O 191v .

Principale dif cultée (stabilité du schéma) :

1 X
t—  (Y,)°< 1l
M -
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3 Quelques résultats mathematiques : FENE

ans le cas des dumbbells FENE, on a :

Théoreme 2 Existence et unicite en temps petit.
Sib> 2, fex 2 LE(LY) €tug 2 Hy, 9T > Otel que le

systeme admette une unique solution (u; X;Y) sur
[0;T).
De plus, u2 Li (Hg,)\ L{(Hy) et:

P9t > 0;((X{)*+ (Y/)) =B =0,
(X7:;Y?Y) est adapté/ F W
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chéma de preuve :

Existence d'une solution a I'EDS,
Estimations a priori sur le systeme,
Methode de Galerkin.

Principale dif culté : Régularité eny de

_ XYy
= E (X{)2+( )2

, sachant que

1 b
ax) = 1 XY + @uy) dt+ dv;
t 2 1 (Xty)2+( Yt}’)z t t,
b
y
y — 1 Yy .
dYt - E (Xty)2+( Yty)z dt+ th

b

3 Quelques résultats mathematiques : FENE
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lques résultats mathématiques : W; ou W(y)

On reprend le cas hookeéen

8

3 @u(ty) @Quuty)=@ (ty)+ fex(t;y);
(ty) = E(X(ty)Y(1);

3 dX(ty) = SX(ty)+ @u(ty)Y(t) dt+ d\;

CodY () = FY(t)dt+ dWi

Question : (Vi; Wt) ou (Me(y); Wi (y)) ?

Remarques :
- La solution continue ne dépend pas de la corrélation
en espace,
- Le résultat de convergence non plus.

Mais la variance des résultats numériques en déepend.
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3 QuUelgues resultats mathématiques : W; ou W, (y)
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3 QuUelgues resultats mathématiques : W; ou W, (y)

Variance sur
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Un modele meésoscopique pour les gommes

Un elastomere est un réseau de polymeres reliés entre
eux par des ponts. Un elastomere est tres déformable
(forces entropiques dans le polymere).

de la fracture on constate au niveau microscopique :
ne anisotropie en pointe de ssure,

- La rupture des ponts,

- Le role important des particules solides,

Lors de la fracture on observe au niveau macroscopique
- Des phénoménes d'hystérésis (trajet charge / d charge) ,
- Une perte de résistance au cours des cycles,
- Des déformations résiduelles,
- Des trajets de ssures courbes,
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Un modele meésoscopique pour les gommes

tif : batir un modele mésoscopique (en s'inspirant des proprits
‘microscopiques du mat r iau), pour obtenir des Comportements
macroscopiques qualitativement corrects.

onstruit un modele dynamigue basé sur un réseau de
ressorts.
guation de Langevin sur le pontii :

X i i
Mi 5z (U = Fraction(V* I:visqueuse(t)+ Fautres(DF |

d\Nti .
dt
On neglige les effets d'inertie et les forces browniennes.

On introduit ensuite une probabilité de rupture d'une
chaine.

+> Résultats...
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Modeles micr o-macr o : conc lusion

Temps caract ristique

A

M canique des milieux continus

Mod les cin tiques

Briques | mentaires : "segments mol culaires”, particule en suspensien, ...

Dynamique mol culaire
Briques | mentaires : Atomes

M canique quantique
Briques | mentaires : Noyaux et lectrons

—
—

Taille caract ristique

Modéelisation avec moins de parametres, qui ont
de plus une signi cation physique,

La simulation numérique devient une aide a la
modélisation (Quels ingr dients au niveau micro permettent d'obtenir tel

T. Lelidvre, journdes MoMa$, septembre 2003 — p.27

ou tel comportement macro ?).



Modeles micr o-macr o : conc lusion

Mathématiguement et numériguement :

Des problemes couplés avec tres souvent une
Composante aléatoire (‘uctuations thermiques, chantillonnage

al atoire des tats [' chelle microscopique),

Des questions numeériques originales provenant du

Couplage (d pendance du mouvement Brownien en espace, convergence

de sch mas couplant | ments ®nis et Monte Carlo, EF,...),

Une parallélisation souvent ef cace car les
problémes micro sont locaux (parall lisation de la m thode de

Monte Carlo galement) .
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