Analyse de sensibilité et estimation de parametres de transport
pour une équation de diffusion,
approche par état adjoint
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Ce travail concerne la modélisation inverse d’une expérience (réalisée a I’échelle métrique) de
diffusion inerte d’un traceur. Pour simplifier le probleme, on étudie le systéme en coordonnées cylin-
driques en 1D-transitoire. L’évolution du traceur est décrite par une équation aux dérivées partielles
de type diffusion :
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Les conditions aux limites sont:
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et la condition initiale nulle ;
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Dans ces relations, w(r) est la porosité et D(r) est la diffusion du systéme, X est le coefficient de
décroissance radioactive et C(r,t) la concentration. La spécificité du probléme physique vient de la
dépendance en temps et en diffusion d’une des deux conditions aux limites prise a I’intérieur du puits
d’injection ([1]).

Aprés discrétisation (par différences finies et schéma implicite en temps), le probléme direct est
représenté par la fonction :
(4) ¢ :pr— (CN,C)

ol p = (w, D) représente les paramétres a estimer, C les mesures au temps final le long de I’échan-
tillon et Cy les mesures au cours du temps dans la chambre d’injection (monitoring).

Pour des mesures données d = (C, Cp), le probléme inverse consiste alors a trouver les “meilleurs
paramétres” qui minimisent la fonctionnelle :
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valeurs singulieres, cas heterogene, 20 zones

vecteurs singuliers, VT; mu =1, nu = 0.01
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FiG. 1 - A gauche : valeurs singuliéres relatives correspondant aux mesures pondérées (uC,vCy)
pour différentes valeurs du rapport u/v. A droite : vecteurs singuliers dans I’espace des paramétres

correspondant aux valeurs singuliéres situées “au-dessus” du niveau de bruit de 1% (pour u/v =
100).

La décomposition en valeurs singuliéres (SVD) est une généralisation de la diagonalisation aux
matrices rectangulaires. Elle permet d’écrire la matrice Jacobienne du modéle direct sous la forme :

(6) ¢'(po) =USVT

ou U et V sont les matrices carrées unitaires des vecteurs singuliers et S la matrice diagonale des
valeurs singuliéres (nombres positifs classés par ordre décroissant) de méme dimension que la matrice
des dérivées. La technique de I’état adjoint permet I’assemblage de la matrice Jacobienne ligne par
ligne en modifiant le second membre des relations adjointes établies pour le calcul du gradient de la
fonction codt J.

La rapidité de décroissance des valeurs singuliéres donne ensuite un indicateur sur le nombre (et
la nature) des paramétres identifiables de fagon stable, pour un niveau de bruit donné sur les obser-
vations, et les vecteurs singuliers associés renseignent sur les directions principales du systéme ([2]).
Par exemple, dans la Figure 1, les mesures pondérées avec £ = 100 menent a une SVD comportant
17 valeurs singulieres dans un rapport 100 (ie, 1% de bruit) et les vecteurs singuliers associés dans

I’espace des paramétres correspondent visiblement tous au coefficient de diffusion (composantes 21
a 40).
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