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Les équations de Darcy modélisent l’écoulement d’un fluide incompressible

visqueux dans un milieu poreux : dans un ouvert Ω borné de IRd, d = 2 ou 3,



u + grad p = f dans Ω,

divu = 0 dans Ω,

u · n = 0 sur ∂Ω.
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Trouver (u, p) dans L2(Ω)d ×
(
H1(Ω) ∩ L2

0(Ω)
)

tel que

∀v ∈ L2(Ω)d, a(u,v) + b(v, p) =
∫
Ω
f(x) · v(x) dx,

∀q ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω), b(u, q) = 0,

où les formes bilinéaires a(·, ·) et b(·, ·) sont données par

a(u,v) =
∫
Ω

u(x) · v(x) dx, b(v, q) =
∫
Ω

v(x) · (grad q)(x) dx.

Le problème admet une solution unique.
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Le problème d’éléments finis

(Th)h : famille régulière de triangulations.

Xh =
{
vh ∈ L2(Ω)d; ∀K ∈ Th, vh |K ∈ P0(K)d

}
.

M. Crouzeix, P.-A. Raviart

Mh : espace des fonctions de L2(Ω)

• dont la restriction à chaque élément K de Th est affine,

• qui sont continues aux milieux des côtés (d = 2) ou aux barycentres des

faces (d = 3) des éléments de Th.

L’espace Mh n’est pas inclus dans H1(Ω)

⇒ Discrétisation non conforme !
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Trouver (uh, ph) dans Xh ×Mh tel que

∀vh ∈ Xh, a(uh,vh) + bh(vh, ph) =
∫
Ω
f(x) · vh(x) dx,

∀qh ∈ Mh, bh(uh, qh) = 0,

où la forme bilinéaire bh(·, ·) est donnée par

bh(vh, qh) =
∑

K∈Th

∫
K

vh(x) · (grad qh)(x) dx.

Le problème admet une solution,

unique à une constante additive sur la pression près.
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Le schéma de volumes finis

EK : ensemble des côtés (d = 2) ou faces (d = 3) de K,

Eh =
⋃

K∈Th

EK.

Trouver (uK)K∈Th
et (pe)e∈Eh

tels que

∀K ∈ Th, uK +
1

mes (K)

∑
e∈EK

pe mes(e)nK =
1

mes (K)

∫
K

f(x) · vh(x) dx,

∀e ∈ Eh, [u · n]e = 0.
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• Le problème d’éléments finis et le schéma de volumes finis sont équivalents.

Les (uK)K∈Th
et (pe)e∈Eh

sont solution du schéma de volumes finis si et seule-

ment si le couple (uh, ph) défini par

uh =
∑

K∈Th

uK χK, ph =
∑

e∈Eh

pe ϕe,

est solution du problème d’éléments finis.

• Le schéma est parfaitement conservatif.

Vitesse à divergence exactement nulle.
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Estimations a priori

On fixe la constante sur la pression discrète en imposant que ph appartienne

à L2
0(Ω), c’est-à-dire que ∑

e∈Eh

pe mes (ωe) = 0.

ωe : union des un ou deux éléments de Th contenant e.

Si la solution (u, p) appartient à Hs(Ω)d ×Hs+1(Ω), 0 < s ≤ 1, on a la majo-

ration d’erreur a priori suivante

‖u− uh‖L2(Ω)d + ‖p− ph‖H1
h(Ω) ≤ c(u, p)hs.
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Indicateurs d’erreur

E0
h : ensemble des éléments de Eh qui ne sont pas contenus dans ∂Ω.

he : longueur (d = 2) ou diamètre (d = 3) de e.

Pour tout e dans E0
h ,

ηe = h
−1

2
e ‖ [ph]e‖L2(e).

Peu coûteux à calculer !

9



a1a2e1e

ee
e'

e

e'

1

1

2

2
K

K'

ai, 1 ≤ i ≤ d : extrémités ou sommets de e,

ei et e′i : côté ou face opposée à ai dans les éléments K et K′ contenant e.

En dimension d = 2,

ηe =
1√
3
|pe1 − pe′1

+ pe′2
− pe2|.
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Estimations a posteriori

fh : approximation de f dans Xh telle que

∀K ∈ Th, fh|K =
1

mes (K)

∫
K

f(x) dx.

‖u− uh‖L2(Ω)d + ‖p− ph‖H1
h(Ω) ≤ c

( ∑
e∈E0

h

η2
e

)1
2 + c′ ‖f − fh‖L2(Ω)d.

ηe ≤ c
∑

e⊂K

|p− ph|H1(K).

Estimations optimales !
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Et quelques extensions ...



u + µ grad p = f dans Ω,

divu = 0 dans Ω,

u · n = 0 sur ∂Ω.

lorsque la fonction µ est positive

• constante par morceaux

• ou régulière par morceaux.
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