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Les équations de Darcy modélisent |I'écoulement d'un fluide incompressible
visqueux dans un milieu poreux : dans un ouvert €2 borné de Rd, d= 2 ou 3,

( u-+gradp =1 dans €2,

¢ divu=20 dans €2,

u-n=20 sur 0S2.



Trouver (u,p) dans L2(Q)% x (Hl(Q) N L%(Q)) tel que
vv e L2()4,  a(u,v) 4+ b(v,p) = /Qf(x) . v(x) dx,

Vg e HY(Q) N L3(RQ), b(u,q) =0,

ou les formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-) sont données par

a(u,v) = /Q u(x) - v(x) dx, b(v,q) = /QV(X) . (grad q) (x) dx.



Le probleme d’'éléments finis

(71,)5 : famille réguliere de triangulations.

Xy, = {v € L2(QQ)% VK € Ty, v, | € Po(K)?}.

M. Crouzeix, P.-A. Raviart

M;, : espace des fonctions de L2(Q)

e dont la restriction a chaque élément K de 7; est affine,

e qui sont continues aux milieux des cdotés (d = 2) ou aux barycentres des
faces (d = 3) des éléments de 7;,.

L'espace M; n'est pas inclus dans H1(Q)
= Discrétisation non conforme!



Trouver (uy,pp) dans X x Mj tel que

Vv € Xy, a(up,vp) + by (e, pp) = /Qf(X) - v (x) dx,

Vqp € My, byp(uy,qp) =0,

ol la forme bilinéaire b;,(-,-) est donnée par

b (Vi an) = K;h /K vip(x) - (grad gp)(x) dx.

Le probleme admet une solution,
unigue a une constante additive sur |la pression pres.



Le schéma de volumes finis

Ex . ensemble des cotés (d = 2) ou faces (d = 3) de K,

KeT,

Trouver (ug)keT, €t (pe)ece, tels que

1

VK € 7y,
L UlK_l_mes(K)

f(x) - vp(x)dx,

1
Z pemes(e) ng = mes (K) /K

ecli

Ve € &,, [u-n]e=0.



e Le probleme d’'éléments finis et le schéma de volumes finis sont équivalents.

Les (ug)keT;, €t (Pe)ecg, SONt solution du schéma de volumes finis si et seule-
ment si le couple (uy,py) défini par

up = Z UK XK Ph — Z Pe Pe,
KE’Z}Z e€8h

est solution du probleme d’'éléments finis.

e Le schéma est parfaitement conservatif.

Vitesse a divergence exactement nulle.



Estimations a priori
On fixe la constante sur la pression discrete en imposant que p;, appartienne
a L3(2), c'est-a-dire que

Y pemes (we) = 0.
ec&y,

we © UNion des un ou deux éléments de 7; contenant e.

Si la solution (u,p) appartient a H5(Q)? x H5T1(Q), 0 < s< 1, on a la majo-
ration d’erreur suivante

lu—upllp2gy 10 = Prll 1) < cCup) A7



Indicateurs d'erreur

8,(3 . ensemble des éléments de &, qui ne sont pas contenus dans 0f2.
he : longueur (d = 2) ou diameétre (d = 3) de e.
Pour tout e dans &9,

_1
e = he 2 || [Prlell 12(c)-



a;, 1 <1< d: extrémités ou sommets de e,
e; et e; : cOté ou face opposée a a; dans les éléments K et K’ contenant e.

En dimension d = 2,

1
Ne = ﬁ |Pey — Pe/, —|-p6/2 — Pes|-



Estimations a posteriori

f;, . approximation de f dans X, telle que

1
VK € 1y, fh|K = mes (K) /K f(x) dx.

=l ageya + 10— pallgagey < e (X0 12)2 4~ Bl gy
6650

ne<c > |p —ph‘Hl(K)-
eCK



Et quelques extensions ...

(u+ pgradp =f dans €,
¢ divu=20 dans €2,
\ u-n=20 sur 052.

lorsque la fonction p est positive
e constante par morceaux
e OU réguliere par morceaux.
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